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MEMOIRE  SUR  LA  THEORIE  DE  L'ELASTICITE  DES 
CORPS  HOMOGÈNES  A  ÉLASTICITÉ  CONSTANTE.*      *notei. 

JOURNAL  DE  CRELLE  T.  LVIII,  P.  328-351. 

rJous  désignons  par  N^  N2,  N3  et  Tx,  T2,  T3  les 
composantes  normales  et  tangentielles ,  rapportées  à 
l'unité  de  surface,  de  la  force  élastique  exercée  sur  les 
trois  plans  perpendiculaires  aux  coordonnées  rectangu- 
laires x,  y  et  z;  par  u,  v,  w  les  projections  sur  les  axes 
coordonnés  du  déplacement  d'un  point  matériel  (x,  y,  z); 
par  p  la  densité  du  milieu,  par  X,  F,  Z  les  composantes 
des  forces  accélératrices  qui  pourraient  agir  sur  l'élément 
de  la  masse. 

Les  équations  qui  servent  comme  point  de  départ 
dans  les  problèmes  que  je  me  propose  de  résoudre 
donnent  pour  les  forces  élastiques  les  valeurs 


». 

-  »+*.£. 

T. 

/dv        ôw\ 

~  PySsi  +  ~%/' 

2V 

(àw       ôu\ 

~  ti\Ôx~~^dz~)1 

T. 

(du    xdv\ 

1 

dans  lesquelles  X  et  ^  sont  des  constantes,    et  6  est  la 
dilatation,  exprimée  par 

du       dv       ôw 
9  =  <9Ï  +  fy+^* 

De  ces  six  équations,  en  posant 


on  déduit  dans  le  cas  de  l'équilibre  d'élasticité: 


(i) 


et  dans  le  cas  du  mouvement: 


/  *        I  \    ^  Al  I  V  ^W 


fi     I         \   ^     I  ^2  ,  /7  ^ 


(2) 


1. 
Elimination  des  forces  accélératrices. 

Les  fonctions  w,  v,  w>  se  composent  de  deux  espèces 
de  termes  dont  les  uns,  que  nous  désignons  par  wo,  #o,  w0 
font  disparaître  les  composantes  des  forces  accélératrices 
X,  Y,  Z;  les  autres  forment  les  intégrales  générales  des 
équations  (1)  et  (2),  ces  forces  étant  nulles.    Nous  ferons 


donc  voir  que  l'on  pourra  toujours  déterminer  les  fonc- 
tions u0 ,  v0 ,  w0 ,  les  Jl,  F,  Z  étant  des  fonctions  connues 
quelconques;  et,  pour  généraliser  le  problème,  nous  sup- 
poserons que  ces  forces  sont  aussi  des  fonctions  du 
temps  £,  ce  que  nous  indiquerons  en  ajoutant  un  t  sous 
le  signe  de  ces  fonctions. 

En  effectuant  les  différentiations,  on  vérifie  aisément 
l'équation 

,/Sdà  _  *  îK).       m 

r  ot  r  v  ' 

où  a  est  une  constante,  y?(£)  une  fonction  quelconque  de 
£,  a,  /2,  y  et  r  égal  à 


^-«)2+ù/-/?)2+(2-r)2. 

Gela  posé  considérons  l'intégrale 


e?©  désignant  l'élément  de  volume  da-dfi'dy  et  l'intégra- 
tion se  rapportant  à  un  espace  quelconque.     En  appli- 

d2 
quant  à  cette  intégrale  les  deux  opérations  -^  et  J2  on 

trouve 


(3  a) 


(3  b) 


Mais  l'équation  (3  b)  n'est  exacte  que  dans  le  cas  où 
le  point  (x,  y,  z)  se  trouve  en  dehors  des  limites  de  l'inté- 
gration relative  à  a,  fi,  y.  Dans  le  cas  contraire,  il  existe 
des  éléments  infinis  sous  l'intégrale,  r  pouvant  s'évanouir, 
et  la  différentiation  sous  l'intégrale  cesse  d'être  permise. 

On  trouve  aisément  la  modification  que  l'équation 
(3  b)  subit  alors  en  considérant  l'intégrale 


[dm 


r(*-ï)-r® 


L'expression  à  intégrer  ne  devient  plus  infinie  lorsque 
r  s'évanouit.     On  a  donc 

=  \dmj2 


pour  l'an  et  l'autre  des  deux  cas  distingués  ci-dessus;  et 

1 
comme    le    terme    J2 —  qui   se    trouve    dans    le    second 

r 

membre  de  cette  équation  est  identiquement  nul,  on  a 

Àta tiîZÏZ  _  W PV~"/  +  f \du t!Û    (3 c) 

équation  exacte  pour  des  valeurs  quelconques  de  x,  y,  z. 
Si  maintenant  on  multiplie  (3  c)  par  la  constante  a2, 
qu'on  en  déduise  (3  a)  et  qu'on  se  serve  de  l'équation  (3) 
et  du  résultat  connu: 

Adm9^i±Iill  =  —  4ffp(*,a?,y,*)  ou  =  0 

suivant   que    (x,  y,  z)   se   trouve   ou  ne    se    trouve    pas 
entre  les  limites  de  l'intégration,  on  parvient  à  l'équation 


a2Ad& 


?('"-£'  a'#  r) 


de 


[dTS 


<PV~â'  "'  &  T) 


kTza*<p{t,x,y,z),      (4) 


le  point  (#,  y,  z)  étant  situé  entre  les  limites  de  l'inté- 
gration. 

Désignons    par  X2(t),    Y2{t),   Z2(t)  les  fonctions  qui 
satisfont  aux  équations 

ffXjt)  =  X(t),    J2F2(0  =  Y(t),    SZjf)  =  Z(t), 

par  A2(t),  BJt),  C2(t)  des  fonctions  correspondantes  à 
celles-ci  x,  y,  z  étant  remplacés  par  a,  /9,  f,  et  posons, 
pour  abréger, 


F  = 


1      W© 


47Ti22J  r 


H  on r - 


4^tû>2.i  r 


M 


N  = 


ou 


1     \dî5 


1     Veto 


no)  J  r 


Ôa 

^ 

■(- 

^ 

«G 

■(- 

#a 

ÔA 

.(-- 

oj) 

^ 

tf 

/i 

+  fy 

w 

dC,(t- 

dfi 

6At(t- 

r  \ 

er 

ÔB2  (*- 

«r 


<9a 


û; 


Les  limites  des  intégrales  sont  les  limites  du  corps  élas- 
tique, et  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  a,  fi,  y 
sont  prises  en  laissant  r  constant. 
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On  trouvera  donc  que  les  valeurs 

dF    _dN___dM 
U°  ~~  dx  +  dy       ~dz" 

ÔF      dL_   _ÔN_ 
V°  ''  ''  dy  +  dz        dx' 

W°  ""  dz  +  dx        dy" 


(5) 


satisfont  aux  équations  (2).  La  première  équation  (2), 
par  exemple,  en  y  substituant  ces  valeurs  de  w0,  v0,  w0, 
deviendra 


dF 

dx 


d^_      dM] 
dy 


dz 


+  X 


d2  \dF    d_N_d_M 

dx       dy        dz 


ôt 


Mais,  d'après  l'équation  (4),  on  a 


ÙJ 


co 


dy 

m    exjjt)    ârjjt) 

a  df  '       dy    ^    dx    ' 

tJM  _  FM      dZJjt)      dXa(t) 


df 


dx 


dz 


et  notre  équation  se  réduit  donc  à  l'équation  identique 

-tfXjfy  +  X  =  0. 

Ainsi  la  première  des  équations  (2)  est  vérifiée  et 
les  deux  autres  peuvent  l'être  de  la  même  manière. 

Le  problème  de  l'élimination  des  forces  accélératrices 
étant  donc  complètement  résolu,  nous  ferons  dorénavant 
abstraction  de  ces  forces. 


2. 

Des  mouvements  d'un  corps  élastique  illimité  qui  sont 
produits  par  les  mouvements  dans  un  plan. 

Avant  d'entrer  dans  la  question  dont  il  s'agit,  nous 
ferons  quelques  remarques  mathématiques  d'une  grande 
importance  dans  la  théorie  de  l'élasticité. 

Une  fonction  finie  de  plusieurs  variables  f(xl,x2,x6, 
. . . ,  #„_i)  peut  être  exprimée  par  une  intégrale  définie 
de  la  manière  suivante: 


/  [Xl)  x2,  . . . ,  Xn—i) 


=  -$r-\  yJ°.fa«i  •  •  •  fa— i  f(a,  -  <V  •  •  • .  «»-')  X-±^rL 


(6) 


ou 


r  =--  V(x-aiy+(x-ay+...  +  (x„-any. 


Dans  cette  formule  les  limites  de  l'intégration  sont 
arbitraires  et  assujetties  à  la  seule  condition  que  les 
valeurs 

ax  =  xx ,     a2  =  x2 ,     •  •  • .     an — i  =  xn — i 

y  soient  comprises. 

Cette  condition  sera  donc  toujours  remplie ,  si  cha- 
cune des  n  —  \  intégrations  est  faite  entre  les  limites  —  oo 
et  -(-  oo.  De  plus  la  différence  xn—an  est  supposée  être 
positive  avant  d'être  nulle. 

On  vérifie  cette  équation  en  considérant  que,  xn 
étant  égal  à  an,  tous  les  éléments  de  l'intégrale  s'évanouis- 
sent, excepté  ceux  pour  lesquels  r  est  égal  à  zéro,   d'où 

X1    =    a% ,       X2    =    #2,        •••,       %n  —  1    ==    #n— 1  ? 

f(ax,  a2,  ...,  a„_,)  =  f(xt,  x2,  ...,  #„_,), 

et  en  se  servant  du  résultat  connu  d'après  lequel  l'inté- 
grale 
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S+OOp+OO                  /,+  <» 
dax  \da2  . . .  Wa„_t — 
00   V  —  00                   V 00                          T 

qui  se  transforme  en 


par  les  substitutions 

tfj  —  ^    =    Ç^n — ttn),    ...,    Ctn-i — %n— 1     =    Cn— 1  (#« —  #n) 

est  égale  à  y£- — r  (Jacobi:    De  transform.  intégr.  mult., 

vol.  12,  pag.  60   de  ce  Journal  (Journal  de  Grelle),    où 
l'intégrale  dont  il  s'agit  est  désignée  par  2n-1£). 

Il  est  bon  d'observer  que  l'expression  comprise  entre 
les  crochets  (6)  satisfait  à  l'équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

dx\      dx\  ôxn 

Une  fonction  de  deux  variables  f(x,  y)  sera  donc 
exprimée  par 


r  =  V(X-ay+to-pr-H*-rY 


OU 


ffa  y) 


2?r 


Urt&p 


z=r 


(7) 


le  point  (x,  y)  étant  situé  entre  les  limites  de  l'intégra- 
tion relative  à  a, /2  et  z—y  étant  supposé  positif  avant 
d'être  nul. 

L'expression  comprise  entre  les  crochets  satisfait  à 
l'équation  différentielle  J2  =  0,  et  elle  exprime  l'attrac- 
tion que  d'après   la  loi  newtonienne  un  plan  exerce  sur 
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un  point  dans  la  direction  de  la  normale  du  plan,  la  masse 
d'un  élément  étant  f(a,  ft)dadft,  et  l'attraction  exercée 
par  l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance  étant  égale  à 
l'unité.  La  formule  (7)  équivaut  donc  à  cet  énoncé,  que 
l'attraction  que  le  plan  exerce  dans  la  direction  de  la 
normale,  sur  un  point  infiniment  rapproché,  est  égale  à 

2  7r /"(#,«/),  c'est-à-dire    à    la    masse   de  l'élément    plan 

1 
dxdy  divisée  par  ç—dxdy. 

Supposons    qu'il    s'agisse    de  satisfaire  à   l'équation 
différentielle 

Ô2F 


a2A2F  = 


et" 


a  étant  une  constante  et  que  la  fonction  F  soit  en  outre 
déterminée  par  la  condition  que  pour  un  plan  arbitraire- 
ment limité  que  nous  prendrons  pour  le  plan  coordonné 
(y,  z)  et  pour  des  valeurs  quelconques  du  temps  t  elle 
se  réduise  à  une  fonction  donnée  de  y,  z  et  t,  de  sorte 
que  l'on  ait 

[FJ=  F{t,y,z), 

cela  posé,  le  mouvement  sera  déterminé  dans  tout  l'espace 
du  côté  positif  du  plan  coordonné  (y,  z)  par  l'équation 


y— KS.W         °,/9' 


F 

i  e  " 


r  =  VJ+b-fif+Ç-tf, 


(8) 


les  limites  de  l'intégrale  étant  celles  du  plan  donné. 
Cette  expression  satisfera  à  l'équation  différentielle  et, 
pour  x  =  0,  on  aura 
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in 


i  \e 


F(, 


d'où,  d'après  la  formule  (7) 


m  fi,  r) 


x  =  0 


[F]  =  F(t,  y,  z) 

ce  qui  est  la  condition  donnée. 

Nous  sommes  donc  en  état  de  résoudre,  par  la 
méthode  indiquée,  un  problème,  que  l'on  n'a  résolu 
jusqu'ici  que  d'une  manière  inexacte  et  incomplète  grâce 
au  principe  de  Huygens. 

L'intégrale  F  nous  fait  voir  que  le  mouvement  peut 
être  considéré  comme  partant  de  chaque  élément  plan 
dft'dy  avec  une  vitesse  constante,  égale  à  a. 

Passons  maintenant  aux  trois  équations  (2)  du 
mouvement,  en  faisant  abstraction  des  forces  accélératrices. 

En  les  ajoutant,  après  les  avoir  respectivement 
différentiées  par  rapport  à  #,  y  et  z,  on  obtient,  comme 
on  sait  .      a  2 


par  conséquent  1/     '     "  =  Q  est  la  vitesse  avec  laquelle 

P 

chaque   condensation   ou   dilatation   se   propage   dans  le 

corps  élastique.     Par  l'élimination   de  6  on   déduit  des 

équations  (2)  ce  résultat: 

dv       dw 


ô2- 


Va  0(P 

pâ(p  " 


ee 


<p 


dz 

%' 

dw 

du 

dx 

~~dz~" 

du 

dv 

dy 

dx  ' 
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Il   y   a   donc  une  autre  espèce  du  mouvement,    qui 

se  propage  avec  la  vitesse  1/  —  =  co. 

P 

Pour  la  première  espèce  de  mouvement,  il  faut  faire 

<p    =   0*,    d'OÙ  *  NOTE  2. 


ÔF  ÔF  ÔF      n2A2TP       ô2F 

<*Z'    »  -  ^.    «  -   ■'HZ,    ***        -M-     (9) 


dx 


dz 


Pour  l'autre  on  fera 

e 


d'où 


du       ôv       ôw        ~ 

~ôx^!ty^Jz  =      ' 


co2â2u  =  ^  ,     co2â2v 


et2' 


co 


2A2w  = 


d2w 


(10) 


Désignons  maintenant  par  u,  v,  w  les  projections 
des  déplacements,  qui  dépendent  de  co;  par  u\  v\  w' 
celles  qui  dépendent  de  Q;  par  U,  V,  W  les  sommes  de 
ces  deux,  et  introduisons  les  nouvelles  fonctions: 


P  =  - 


fz  W  ¥r 


7T 


»"-  ~rz 


*('"£'  *  r) 

r 

<p(t-r-,  fi,  r) 


•    ^--i^WVr 


?('-£.  A 


x  =  - 


2;r 
1 


**=  -ïïYPYr 


*{*-&&  r) 


r  zn  r 

*(*-;>*  r)  if    Ç    z(«-5".Ar) 


%7t 


r  =  va?+(V-py+(z-ry. 


Nous  verrons  que  l'on  pourra  déterminer  les  mouve- 
ments d'un  corps  élastique  illimité,  si  l'on  connait,  dans 
le  plan  coordonné  (?/,  z)  soit  la  pression  normale  et  les 
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déplacements  tangentiels,  soit  les  pressions  tangentielles 
et  le  déplacement  normal.  Dans  le  premier  cas  nous 
poserons 


u 


0 


ÔF 


dx' 

dW     BF 

v  = —       v 

dx       dy 


w  = 


w 


dX__d_F 
dx       dz  ' 


W 


ÔF 
~&7' 

M? 

dz 


(H) 


d'où 


ÊF 


NOTE  3. 


d_ 

dx 

û  &  dx 


dy       dz 
M  ,  d¥'  ,  dX' 


1  d2F 


eu 


2  df  ' 


1   d2F'  , 
Q2   df  ' 


Ces    valeurs    satisfont    aux    équations    générales    du 
mouvement  (9)  et  (10)  et,  pour  x  égal  à  zéro,  on  obtient 


du      du' 

~dx       dx 


X  =  0     r 


dU 
dx 


x  =  Q 


a> 


=  -wf^y,*)— 


Q2—<  ' 


ÙJ 


Q 


x  —  Q 


<¥(*>  y,  z)  ,  fyfr  y» z) 

dy        "^        dz 


x  =  0 


[«,  +  •]  =  [F]  =  <f,(t,y,z), 
[« +  «"]"-  [W]  =1  x(t,y,z). 


Les  fonctions  <p,  </>  et  %  seront  donc  déterminées  par 
les  fonctions 

f)TJ)x=:0         x  =  0  x  =  0 


dx 


Si  l'on  connait,   au  lieu  de 


x  =  0 


dU 


dx 


,    la  pression  nor- 


male [iVJ,  on  posera 
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ftfj- 


=  P- 


équation  par  laquelle  la  fonction  ^  est  déterminée. 

Cependant,  nous  n'avons  pas  fait  attention  à  la 
fonction  arbitraire  qui  doit  entrer  dans  les  valeurs  des 
composantes.  Ces  valeurs  arbitraires  de  w,  #,  w;,  qu'il 
faut  ajouter  aux  valeurs  trouvées,  seront 


u  = 


èiy^r 


u[^- 


!.*(*-£■>•') 


v  = 


1      <92 


%iz  dxdz 


\dfi\dr 


W~Â} 


w 


1      <92 


2^-  <9#<9y 


w 


+ 


iM 


ôr 

M*- 

r 

fi, 

r) 

f 

dfi 

f(t-r-, 

fi, 

r) 

r~          r 

1  *(«- 

r 

CD 

% 

r) 

rr- 

dr 

t/(- 

r 
û) 

fi, 

') 

Jr 

r 

i  *('- 

r 

û) 

fi, 

r) 

dfi 


où  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  fi  et  y  sont  prises 
en  laissant  r  constant. 


16 


On  voit  que  ces  valeurs  donneront 
du 


0  =  0, 


ôx 


=  0,     [t>]  =  0,     \w]  =  0. 


En  intégrant  par  parties  et  désignant  les  limites  de 
fi  et  y  par  /90,  fil  et  fo,  ^,   on  pourra  mettre' les  ex 
*  note  4.   pressions  précédentes  sous  cette  autre  forme* 


1    Ô 


>(*-£.  A  r) 


r-n 


-&&}** 


1   5  , 


K'-s- A  r) 


f-A 


w  = 


2 


Vndx 


TZ  ÔX  J 


/>(*-£.  A  r) 


J/*=A 


r  *--,  A  r) 


f-A 
./i-A 


(12) 


Dans  le  deuxième  cas,  si  l'on  connaît  dans  le  plan 
coordonné  (y,  z)  les  pressions  tangentielles  et  le  déplace- 
ment normal,  il  faut  poser 


u 


Ô0_ÔF 

dx       ôx 

ôF 
qr v 


w  = 


V   = 


d'où 


v       àF 
ôz 

rjP     ô2<t>  .  ô*r  t  ex 


ÔFf 
dœ  ' 

1  Ô2F 


(13) 


J2^'  = 


ÔJ    l     ôy    l    ôz 
2W      df    ,    ôX' 


2   <9£2  ' 


ôx2 


+ 


ÔIJ 


4- 


ôz 


1  dlP 
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Les  fonctions  <p,  $  et  %  seront  donc  déterminées  par*  *  note  5. 

Q2 


?>(*>  y»  *) 


^  y»  *)  = 


zft  ^  *)  = 


ù) 


m 


x  =  0 


0  F' 


<9# 


ar=0  /->2 


h^z^_2|_[^r=° 


a>2      dy 


dx 


if — a)    d  py,,x  =  o 


Or,  les  pressions  tangentielles 


x  =  0 


x  =  0 


OU      dV 


dy         dx 

eu    ew 

étant  connues,  on  trouvera 


x  —  0 


ar  =  0 


<p{t,  y,*)  = 


p 


m 


x  =  0 


W*4-£[rj+^[irr-. 


.T  =  0 


Les  valeurs  arbitraires  des  composantes,  qu'il  faut 
ajouter  à  ces  valeurs,  seront  les  dérivées  par  rapport 
à  x  des  valeurs  arbitraires  trouvées  ci-dessus  (12). 

3. 
Diffraction. 

Le  mouvement  vibratoire  d'un  corps  élastique  et 
illimité,  ayant  traversé  une  ouverture  d'un  plan  fixe, 
serait  déterminé  par  les  méthodes  indiquées,  si  l'on 
pouvait  considérer  comme  connu  le  mouvemement  qui  se 
produit  dans  l'ouverture.    Mais  cela  n'est  vrai  que  d'une 

IL  2 
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manière  approximative,  car  le  mouvement  dans  l'ouver- 
ture n'est  pas  exactement  le  même  que  celui  qui  aurait 
lieu,  s'il  n'y  avait  pas  de  plan  fixe. 

On  aura  un  mouvement  réfléchi  de  l'ouverture  en 
même  temps  qu'un  mouvement  transmis,  et,  pour  déter- 
miner tous  les  deux,  on  aura  les  conditions  suivantes: 
1°  la  somme  des  composantes  du  mouvement  direct  et 
du  mouvement  réfléchi  est  égale  aux  composantes  du 
mouvement  transmis  à  travers  l'ouverture,  et  2°  les  pres- 
sions normales  et  tangentielles  sur  les  deux  faces  du  plan 
qui  coïncide  avec  l'ouverture  sont  égales  en  chaque  point. 

Désignons  par  U,  V,  W  les  composantes  du  mouve- 
ment direct,  par  U^  Vx,  Wx  celles  du  mouvement  trans- 
mis, par  U2,  V2,  W2  celles  du  mouvement  réfléchi,  et 
par  0,  81,  #2,  les  dilatations  correspondant  à  ces  trois 
mouvements.  Faisons  coïncider  le  plan  coordonné  (y,  z) 
avec  l'ouverture.     Gela  posé,  nous  aurons  pour  x  =  0 


et  de  plus 


[17+17,-03  -  0, 

[F+f-.-fj-o, 

[W+W^WJ  -  0, 


(14) 


W+e-ej+Zft 


d(v+u,-ud 


Tar  =  0 


ÔX 


0, 


ôjU+U-UJ      ôjV+V-VJ] 


ôy 


ôx 


d(u+uM-uj  +  hw+  w-w±] 


Ôz 


ôx 


ar  =  0 

=  0, 

x  =  0 

=  0. 


Les  trois  dernières  équations  peuvent  être  simplifiées, 
au  moyen  des  trois  premières,  dérivées  par  rapport  à 
y  ou  z;  de  cette  manière  elles  se  réduisent  aux  équations 
suivantes  : 
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Sx 


-tx  =  Q 


-|X  =  0 


dx 
(W+W-WJ 


dx 


x=0 


0, 


o, 


0 


(15) 


Introduisons  les  notations   du  numéro  précédent  et 
posons 

U2  =  u2+u'2,       V2  =  v2+v'2,       W2  =  w2+w'2, 


u. 


ÔF[ 
"  dx  ' 

u*  ~  dx  ' 


ÔF[ 


^-^ 


w. 


Ôz  ' 


^ 
%' 


Le  mouvement  direct  peut  être  supposé  dépendant 
ou  de  la  vitesse  J2,  ou  de  la  vitesse  co.  Dans  le  premier 
cas,  nous  poserons 


U  = 


ÔF' 
dx  ' 


F  = 


TT  = 


dz 


On   trouvera  que  les  composantes  w1?  w2,  etc.,   qui 
dépendent  de  w,   s'évanouissent*,   et  les  équations  (14)   *  note  6. 
et  (15)  deviendront 


x  =  0 


[F'+F'-F'J  =  0, 
Notons  les  équations 


d(F'+F'2-F[) 


dx 


x  =  0 

=  0. 


dx 


d0' 


dx 


x  =  0 


dans  lesquelles  x  est  supposé  s'évanouir,  après  avoir  eu 
une  valeur  négative,  et  posons 

2* 
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ôV 


K=  <P'+ 

F>  ~  *+  te  " 


dx  ' 


(16) 


Ces  valeurs  étant  identiques  pour  les  deux  fonctions 
F.  et  F  on  a 


x  —  0 


x  —  Q 


[F'-FJ   =   [F]   =  2^,**), 


Ô(F-F[) 


dx 


dx 


=  %?{t,  y,  s). 


Les  équations  précédentes  déterminent  les  fonctions 
(p  et  y,  et  par  conséquent  les  fonctions  <P  et  5F\ 

Dans  l'autre  cas,  le  mouvement  direct  étant  dépen- 
dant de  la  vitesse  w,  nous  avons  Ï7=  w,  V=v,   W=w, 

ou       ôv       ôw         _ 

dx"^fy~t-'fc  = 

Les  fonctions  i^  et  F2  s'évanouissent,  et  les  équa- 
tions (14)  et  (15)  deviennent 

X = 0  a;  =  0 

[u  +  u  —  wj  —  0,     [t?  +  »a — vj  =  o, 

\w-\-w—  w>J  =  0, 


^(w  +  w8— wj]*^  0 


<9# 


0(fl  +  *>,— »l) 


iar  =  0 


$X 


=  0, 


0(ft?-|-tt>2 — wj 


<9# 


x—0 


0. 


Introduisons  les  fonctions  <Pt,  ¥[,  Xt,  en  les  faisant 
dépendre  des  nouvelles  fonctions  ^,  ^,  y^  de  la  même 
manière  que,  dans  le  numéro  précédent,  on  a  fait  dé- 
pendre 0,    W,  X  de  y?,  ^,  ^,  et  posons 
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u. 


0  + 


vx  =  ¥+ 


Ôd\  djF+FJ 

ôx  ôx 

ô¥x  djF+FJ 

ôx  ôy 


w. 


Y.ÔX1      djF+F,) 


X 


dx 


Ôz 


(17) 


d'où 


â2F  =  £- 

ôx 


vy        ôz 


1  Ô2F 


<JJ 


2  ôf  ' 


„        Mx      Ô¥     ÔX        1  d2F1 


<9tf2 


éfy    '    ôz         w2  ôt2 


Aux  composantes  du  mouvement  réfléchi  c'est-à-dire 
aux  quantités  u2,  v2,  tv2  nous  attribuons  les  mêmes  valeurs, 
avec  la  seule  différence  de  prendre  x  toujours  négatif. 

En  supposant,  que 


x  =  0 

[F]  =  0, 


ÔX 


(18) 


nous  trouverons* 


z  =  0 


a:  =  0 


[w  +  Ma— wj  =  M  —  2^*,  y,  s 
[*+*.— *J  =  M  —  2^(*,y,« 

o  /        I  \-i:r  =  0      rn     il  =  fl 


(7^ 


ÔX 


ô(w  +  iv2—wù 


ôx 


x  =  0 


T  =  0 


ôx 


ôvY=° 

-l<p{t,y,z 


ôx 

ôw 


ôx 


x  =  0 

_9 


x(t,y,z 


=  o, 
=  o, 
=  o, 
=  o, 

=  0, 
=  0. 


Les  fonctions  <p ,  <p x ,  etc. ,  seront  donc  déterminées, 
et  maintenant  on  vérifiera  aisément  les  équations  (18). 
Si,  par   exemple,  le  mouvement  direct  forme  une  onde 


NOTE  7. 


22 


plane,  on  trouvera  pour  l'onde  transmise  à  des  distances 
assez  grandes  de  l'ouverture  les  expressions  que  M.  Stokes 
a  déjà  trouvées  d'une  manière  moins  rigoureuse. 


Tuyaux  sonores. 

Considérons  maintenant  les  petits  mouvements  vibra- 
toires dans  un  corps  élastique  et  complètement  fluide 
entre  des  plans  fixes,  qui  permettent  aux  points  contigus 
de  faire  librement  tous  les  mouvements  parallèles  au  plan 
en  excluant  le  mouvement  normal.  —  Quand  le  corps 
élastique  est  complètement  fluide,  la  constante  n  est 
égale  à  zéro,  et  il  n'existe  qu'une  seule  espèce  de  vibra- 
tion,    celle  qui  dépend  de  la  vitesse  Q. 

En  désignant  par  u,  v,  w  les  composantes  des  dé- 
placements, nous  posons 


w , 


et  donnons  à  la  fonction  F  le  nom  de  potentiel  de  l'onde 
ou  du  mouvement. 

Supposons  que  le  corps  fluide  soit  renfermé  dans 
un  tuyau  d'une  longueur  illimitée  et  à  base  rectangle. 
Faisons  coïncider  ses  parois  avec  les  plans  coordonnés 
(y  =  0)  et  (z  =  0)  et  avec  les  plans  parallèles  à  ces 
derniers  (y  =  b)  et  {z  =  c).  Le  potentiel  du  mouve- 
ment direct  et  de  tous  les  mouvements  réfléchis  pourra 
donc  être  de  la  forme. 


ÔF 

BF 

dF 

OX 

¥"="' 

Ôz 

ÇèC  /  y. 


r  =  Vx*+(y  +  <Èilb±PY+(z  +  <2ic±r)\ 


(19) 
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SE  désignant  la  somme  pour  toutes  les  valeurs  entières, 
négatives  et  positives,  de  ix  et  «2,  et  le  signe  -4-  intro- 
duit par  r  dans  la  fonction  F,  ayant  ici,  comme  dans 
ce  qui  suit  une  signification  spéciale,  définie  par 

fonct.  (-t)  ==  fonct.  (+)  +  fonct.  (— ). 
Cette  valeur  de  F  satisfait  à  l'équation  différentielle 


et  donne 


1  ô2F 
A2F  =  -——- 
n  Q2  df  ' 

M  =  o,    0]  =  o, 

[w]  =  0,    [_wj~=  0. 

Supposons  à  présent  que  le  tuyau  soit  limité,  qu'il 
soit  coupé  normalement  à  l'axe  et  forme  un  prisme 
droit  de  longueur  a.  Faisons  coïncider  avec  le  plan 
coordonné  (x  =  0)  son  premier  bout,  qui  pourra  être 
fermé  où  ouvert,  mais  supposons  que  l'autre  bout  soit 
ouvert. 

Gela  posé,  le  mouvement  produit  au  premier  bout 
se  propagera  à  l'autre  bout  ouvert,  et  là  il  sera  en  partie 
réfléchi,  en  partie  transmis  au  fluide  illimité  qui  se 
trouve  hors  du  tuyau. 

Les  composantes  des  vibrations  réfléchies  étant 

dF2  ÔF2  ÔF2 

U*  ~  Ôx1    V*~  ly'    W*--fo 

et  celles  des  vibrations  transmises 

ÔF.  ÔF1  ÔFX 
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nous    aurons,    comme    dans    le    numéro    précédent,    les 
conditions  suivantes: 


[F+F,-fJ  ■■  -0, 
e(F+F-F,) 


dx 


=  0 


(20) 
(21) 


note  8.  Posons  maintenant* 


F. 


f.(*-J.Ar) 

dfi\dr-± - 


r  =  V{x-af+(y+^ilh±^+^+^±ï)\ 


(22) 


et 


F. 


0  "o 


r  =  v/(a;_.o)»+(y_^+^_^. 


(23) 


Ces  valeurs  de  F2  et  F1,  introduites  dans  (21),  nous 
donnent  l'équation 


ÔF 


dx 


+ft(ti  y»  *)—/»(*»  y»  *)  =  °» 


(24) 


au  moyen  de  laquelle  on  peut  éliminer  l'une  des  fonctions 
fx  ou  f2;  l'autre  doit  donc  être  déterminée  par  l'équation  (20). 

Mai{s,  en  général,  on  ne  peut  pas  effectuer  cette 
détermination.  Nous  chercherons  donc  une  solution 
approximative,  en  supposant,  que  tous  les  déplacements 
entre  les  parois  du  tuyau  se  fassent  seulement  dans  la 
direction  de  l'axe  du  tuyau. 

Cette  hypothèse,  qui  ne  s'accorde  pas  exactement 
avec  l'équation  (20),  nous  conduira  au  résultat  le  plus 
juste,  si  nous  égalons  à  zéro  la  somme  des  erreurs  pour 


toutes  les  valeurs  de  y  et  z.    L'équation  (20)  doit  donc 
être  remplacée  par  cette  autre 


Sb       ,  tc  x  =  a 

dV\dz[F+F-FJ  =  0 
0        t-'o 


(25) 


Maintenant   le    calcul  peut  s'étendre   à   des  tuyaux 
d'une  base  quelconque,  et  nous  pouvons  poser*  *  note  9. 


F  =  hcosk(ût-x), 

F2=  h2cosk(Qt+x  —  %a  —  J), 

,  ,r,^r",   s'mk(ût —  r —  a  —  â) 


F.  = 


jfltyfyr 


r  =  V(x-ay+(y-py+(z-r)\ 


(26) 

(27) 

(28) 


en  déterminant  les  constantes  A2,  hx,  â,  à  par  les  équa- 
tions (21) 


et 


diF+F.-FJ 


Ôx 


0 


\dy\dz\F+Ft-F$ =  0, 


(29) 


les  intégrations  devant  être  étendues  à  toute  la  surface 
de  la  base. 

En  développant  smk(Qt — r  —  a  —  d)  suivant  les  puis- 
sances ascendantes  de  r,  on  trouvera 

x  —  a 

yyyzlF^  =  hlB[-esmk(Qt-a-d)+e'cosk(Qt-a-d)'], 

B  étant  l'aire  de  la  base,  s  et  e'  des  constantes  posi- 
tives. Nous  aurons  donc,  en  vertu  des  équations  (21) 
et  (29), 

hsink(Qt— a)—  h2smk(Qt— a  —  â)  =  \smk(Qt— a— S), 

hcosk(Qt—a)-{-h2cosk(ût—a  —  d) 

=  \  [ —  esmk(Qt—a—ô)-{-e'cosk(Ût—a—d)]. 
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En  comparant  les  coefficients  de  sink(Qt —  a)  et  de 
cosk(Qt— a),  on  trouve 

tgkj  =        *c     „,  (30) 

1  —  £  — £ 


h,  =  —yh, 


r  =  I/O -«'>'+'• 
r  ^  (l  +  e')«_|_e'- 


(31) 


Supposons  d'abord  que  le  premier  bout  du  tuyau 
soit  fermé  par  un  plan  fixe;  dans  ce  cas,  le  potentiel  du 
mouvement  primitif,  produit  d'une  manière  quelconque  à 
l'autre  bout,  sera  hcosh(ût-\-x);  après  la  réflexion  pro- 
duite par  le  plan  fixe  (#  =  0),  il  deviendra  ho,osk(Qt—x), 
et  le  potentiel  de  la  somme  de  ces  deux  mouvements 
sera  fyhcoskQbcoskx. 

Lorsque  les  réflexions  de  la  première  onde  se  seront 
répétées  n  fois  au  bout  ouvert,  le  potentiel  sera 

9hcoskx[coskût  —  rcosk(ût  —  2a —  â) 
+  fcosk(ût~  4a  —  2  J)  —  . . . 
+  (—  y)»cosk(Qt  —  w(2a  +  J))J . 

Pour  n  =  oo  cette  expression  converge  vers  la  limite 

Z-coskxcos(km—0),  (32) 

P 

où  l'on  a  posé 


p  =  l/l  +  r2+2rcosA;(2a  +  J), 

sin#  =  -  sin  &(2  a  -j-  J) . 
P 

Cette  valeur  du  potentiel  aura  son  maximum  pour 
&(2a  +  J)  =  (2p+l)jr, 
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p  étant  un  nombre  entier.  En  désignant  par  X  =  -j- 
la  longueur  d'une  onde  entière,  le  mouvement  vibratoire 
aura  donc  sa  plus  grande  force,  quand  on  aura 

4a4-2  A 

ou 

A       i     3J    5i 

a  '    2  ~~  4  '    4  '    4   '" 

Dans  ce  cas  la  valeur  (32)  du  potentiel  devient 

h 
2  - cos  kx  cos  kQt .  (34) 

Supposons   en   second  lieu  que  les  deux  bouts  du 

tuyau  soient  ouverts,   et  que  le  mouvement  se  produise 

au  second  bout  (x  =  a).     Le  potentiel   du   mouvement 

primitif  sera 

hcosk(ût-\-x). 

Après  la  réflexion  qui  a  lieu  au  premier  bout  ouvert 
(x  =  0),  il  devient 

—  hy  cos  k  [Qt — x — A)  ; 

le  potentiel  de  la  somme  de  ces  deux  mouvements  sera 

donc 

h  [cos  k  {Qt  -\-  x)  —  ycosk(ût — x — A)~\. 

Lorsque  les  réflexions  se  seront  répétées  un  nombre 
infini  de  fois,  le  potentiel  sera 

h 

-[cosk(Ût  +  x-0)—rcosk(Qt—x—A—0y],       (35) 

P 

où  l'on  a  posé 

p  =  V\  +  f-~  2r2cos2fc(a+J), 

v2 

sin  6  —  —  sin  2  k  (a  -j-  à) . 
P 


28 

Le    mouvement   aura    donc    sa    plus    grande   force, 

quand  on  aura 

<2k(a  +  J)  =  %pn, 
d'où 

a  =  ^}  (36) 

OU 

1 
Dans  ce  cas  la  valeur  (35)  du  potentiel  devient 

h  h 

—  -. smk^tsmkx-i-^—, — coskûtcoskx.        (37) 

On  voit  par  la  valeur  (32)  du  potentiel  que,  dans  le 
cas  où  l'un  des  bouts  du  tuyau  est  fermé,  il  y  aura  des 
nœuds  ou  des  points  parfaitements  immobiles,  savoir 
ceux  qui  donnent  sin  kx  =  0 ,  tandis  qu'au  contraire 
dans  le  cas  (37)  où  les  deux  bouts  sont  ouverts,  on  ne 
pourra  dire  que  d'une  manière  approximative  qu'il  y  a 
des  points  immobiles. 

Pour  ces  points  on  a  coskx  =  0. 

Si  le  tuyau  est  cylindrique,  R  étant  le  rayon  de  la 
note  10.  section  circulaire  normale  à  l'axe,  on  trouvera* 

n  =  00  / 1  \n 

£  =n5kE)2n+i  /x»+i)/x»+t)  > 


n=  00  / 1\n 

s'  =„f,(A;iJ)2"+2r(»+2)r(«+3)- 

Pour  des  valeurs  très  petites  de  kR,  on  aura 

e  =  JLkR,     e'  =  0, 
d'où,  par  l'équation  (30), 

Ô7T 
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Pour    un    tuyau    ouvert    aux    deux   bouts    on  aura 


donc 


hkv  —  a        8  ~ 


Ce  résultat  est  parfaitement  confirmé  par  les  ex- 
périences de  M.  Zaminer  (Ann.  de  Pogg.  97),  qui,  pour 
un  tuyau  ouvert  aux  deux  bouts,  d'une  longueur  de 
500mm  et  d'un  diamètre  (d)  de  25mm,  a  trouvé 

iÂ  =  522,2, 


d'où 


H 


« 


d 


0,848. 


Dans  le  tableau  suivant    j'ai  calculé  la  valeur  de  — 7 

J  d 

pour  différentes  valeurs  de  2i2  ou  d,  divisé  par  IL 


2d 

A 

%d 

â 

X 

d 

À 

d 

0,00 

0,8488 

0,40 

0,7293 

0,05 

0,8462 

0,45 

0,7080 

0,10 

0,8385 

0,50 

0,6873 

0,15 

0,8263 

0,55 

0,6672 

0,20 

0,8106 

0,60 

0,6480 

0,25 

0,7921 

0,65 

0,6298 

0,30 

0,7720 

0,70 

0,6125 

0,35 

0,7508 

0,75 

0,5962 

Si  l'on  applique  les  nombres  de  ce  tableau  aux  don- 
nées de  l'expérience  que  nous  venons  de  citer,  on  aura 
plus  exactement: 

a 


i* 


d 


=   0,8463. 


Les  expériences  de  M.  Wertheim  (Ann.  de   chim.  et 
de  phys.  31)  donnent,  pour  les  tuyaux  cylindriques  ouverts 
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aux  deux  bouts,  -7  =  2 Vît- 0,187  =  0,663,  indépendam- 
ment du  diamètre,  tandis  que  M.  Zaminer  trouve  que  la 
valeur  de  -,  diminue,    quand  le   diamètre   devient  plus 

grand. 

Ses  expériences  donnent  cependant  un  décaissement 
plus  fort  que  ne  l'indique  le  calcul,  dont  les  résultats 
sont  par  conséquent  compris  entre  ceux  de  ces  deux 
physiciens.  Les  expériences  faites  sur  des  tuyaux  fermés 
ne  s'accordent  pas  avec  les  résultats  du  calcul,  sans 
doute  par  ce  que  le  fond  du  tuyau  n'est  pas  complète- 
ment immobile. 

Il  y  a  encore  beaucoup  d'autres  problèmes,  dont  la 
solution  serait  importante;  mais  on  ne  serait  pas  à  même 
de  contrôler  les  résultats  du  calcul  au  moyen  d'expé- 
riences. La  difficulté  que  l'on  éprouve  dans  les  expé- 
riences à  réaliser  d'assez  près  les  hypothèses  mathéma- 
tiques ,  a  empêché  jusqu'à  présent  un  accord  suffisant 
entre  la  théorie  et  les  observations. 


5. 

Equilibre  du  prisme  rectangulaire. 

Considérons  un  corps  homogène,  à  élasticité  con- 
stante, qui  soit  limité  par  les  plans  coordonnés,  et  par 
trois  autres  plans  parallèles  aux  premiers,  aux  distances 
a,  b  et  c. 

Si  les  données  relatives  aux  déplacements  des  points 
situés  dans  les  six  faces,  ou  aux  forces  extérieures  qui 
agissent  sur  ces  faces,  suffisent  pour  déterminer  complète- 
ment l'équilibre  intérieur,  il  faudra  résoudre  le  problème 
de  déterminer  par  les  données  tous  les  déplacements  et 
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toutes  les  forces  élastiques  qui  se  produisent  en  chaque 
point  du  corps.  Nous  allons  nous  borner  ici  aux  deux 
cas  qui  comportent  une  solution  exacte.  Dans  le  premier 
cas,  les  déplacements  normaux  et  les  forces  tangentielles, 
dans  le  second  les  déplacements  tangentiels  et  les  forces 
normales  sont  donnés,  pour  les  points  situés  dans  les 
six  faces.  On  admet  que  les  valeurs  des  forces  données 
sont  compatibles  avec  les  conditions  qu'exige  l'équilibre 
extérieur  du  corps. 
Posons 


F 


Zn2,  2i  2*  } 


dAdy 


m  r)     W,  r) 


r,  =  V(x+(2i+l)ay+(V  +  Vilb±PY+(z  +  %i,c±ry 


(38) 


où  le  signe  -f  a  la  même  signification  qu'auparavant,  et 
où  la  sommation  se  rapporte  aux  trois  nombres  è,  ix,  i2 
dont  chacun  prend  toutes  les  valeurs  entières,  positives 
et  négatives,  de  —  oo  jusqu'à  -\-  oo. 

Il  est  évident  par  ce   qui   précède   que  la  fonction 
F  vérifie  les  équations  suivantes: 


A"  F  = 

o, 

-ÔF" 
dx 

x  —  0 

'dF' 

dx 

x  =  a 

ÔF' 

y  =  0,6 

-  o, 

Ôz_ 

z  =  0,c 



0. 


Introduisons  encore,  en  conservant  les  mêmes  nota- 
tions, la  fonction 


F  --J- 
2  2 


7T 


Wv 


drUmr)-iW,r) 


(39) 
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elle  satisfera  aux  équations 


J2F2  =  F, 


ôK 


y  =  0,  b 


=  0, 


et  l'on  trouvera  en  outre 


dl\ 


Bz 


z  =  0,c 


=  0, 


<?F,] 

dx' 

ê* 

\m 

df 

dx 

x—0 


f(y,*)y 


ffiJPI* 


x  =  0,a 


°-        W 


^3 

'0  F. 


=  /i(y,*), 


dx 


x-=0,  a 


=  0. 


Bien  que  les  expressions  F  et  F2  aient  des  valeurs 
infinies ,  cette  circonstance  n'infirmera  en  rien  l'exacti- 
tude des  développements  ultérieurs,  car  on  ne  se  ser- 
vira  que  de  celles  des  dérivées  de  ces  expressions,  qui 

restent  finies. 

dF 
Si  l'on  transforme   la  valeur  de  -^- ,   soit  en  rem- 

ox 

plaçant  la  somme  triple  par  une  intégrale  triple,  soit  en 
développant  f{fi,y)  et  fx{p,y)  suivant  les  cosinus  des 
multiples  de  l'arc  -~  et  de  l'arc  —,    on   parviendra  à 

une  autre   expression,   dont  l'intégrale  par  rapport  à  x 
*  note  il.  est* 


F  = 


cos 


n\V       nKz       n\ft       nhT 


cos 


cos 


cos 


dfi  \dr 


p(ePa—e~Pa) 


ou 


V 


(40) 


Cette  valeur  de  F,  qui  est  finie,  satisfait  aux  mêmes 
conditions   que   l'on  vient   d'écrire  pour  la   valeur  (38) 
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de   F.     On  trouve   pour   F2  une  valeur  correspondante 
qui  est  finie,  savoir: 


F„=  - 


cos 


nhV  .       nhZ  ^hft  nhï 


COS 


COS 


COS 


dfi\dr 


X 


$2?  (e?a  —  er-P") 

oa  +  e-pa        l 


(ar-x){eX°-*)-<r*(*-*))-  (aePa_e_pa  +  -)(e«a^+^*-*))flfi,r) 

/  pVa  4.  g — Pa        1  \ 

-{x{er*-e-**)-(a—--  +  -)(eP*  +  e-n)mr) 

Introduisons  en  outre  les  fonctions  g  et  0  en  les 
faisant  respectivement  dépendre  de  f,  f,  et  de  y>,  <px  de 
la  même  manière  que  F  dépend  de  /',  fx.  Introduisons 
enfin  les  fonction  g'  et  0',  qui  dépendront  des  mêmes 
fonctions  f,  \x  et  <p,  <p^  et  qui  ne  différeront  des  expres- 
sions de  g  et  0  contenues  dans  les  équations  analogues 
à  (38)  que  par  l'acception  du  signe  +. 

Nous  distinguerons  le  nouveau  sens  qu'il  faut  attri- 
buer à  ce  signe  dans  les  sommes  où  il  se  trouve,  en 
l'écrivant  [4:],  et  en  y  attachant  la  signification  définie 
par  l'équation 

fonct.  ([±])  =  fonct.  (+)  — fonct.  (— ). 

Il  y  a  des  valeurs  finies  de  g',  0'  semblables  aux 
valeurs  de  g,  0  qui  sont  contenues  dans  les  équations 
analogues  à  (40).  On  arrive  à  ces  nouvelles  valeurs  en 
remplaçant  dans  g,  0  tous  les  cosinus  par  des  sinus. 

On  voit  aisément  que  l'on  aura 

3' =0    et    0'  =  0    pour   y  =  0,   y  =  b,z  =  0,   z  =  c, 


et 


w 


ôx 

00' 


x  =  0 

=  f(y.*). 


W 


ÔX 


=  fi(y,s)i 


Sx 


x  =  0 


=  <p(v,z). 


d0T=a     ,     , 


dx 


(*i) 


il. 
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Posons  maintenant 
6 


u  = 


V    = 


w  = 


dx 

6_ 
dy 

d_ 

Ôz 


g  +  (ï  +  ,)F-(l  +  t) 


W. 


dx* 


&r2 
<92i^ 


+  2^ 


—  2- 


00' 


fy' 


(42) 


ou 


Ces  valeurs  des  composantes,  qui  satisfont  aux  équa- 
tions de  l'équilibre,  donnent 


x  =  0 

=0  0f(y»«)    V(y.*) 


fe 


% 


r. 


X=0 


2/«    « 


M  =  /»(yj*)+ft(y.*)i 


tandis  que  les  déplacements  normaux  et  les  forces  tan- 
gentielles  qui  se  rapportent  aux  points  situés  dans  les 
autres  faces  du  prisme  sont  nuls. 

Les  six  fonctions  /*,  f  etc.  seront  donc  déterminées 
par  les  dernières  six  équations,  et,  si  l'on  connaît  les 
déplacements  normaux  et  les  forces  tangentielles  qui  se 
rapportent  aux  points  situés  dans  les  deux  faces  (x  =  0) 
et  (x  =  a),  les  composantes  des  déplacements,  qui  en 
dépendent,  seront  déterminées  par  les  équations  (42). 
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De  la  même  manière  on  trouvera  les  composantes 
des  déplacements  produits  par  des  déplacements  nor- 
maux et  des  forces  tangentielles  qui  se  rapportent  aux 
points  situés  dans  les  autres  faces  du  prisme. 

Il  est  bon  de  remarquer,  que  la  solution  que  l'on 
vient  de  donner  contient  des  fonctions  arbitraires;  elles 
y  entrent  par  la  détermination  de  \(y,  z),  ft(y,  z),  <p(y,z), 

Lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  le  problème  inverse, 
dans  lequel  les  forces  normales  et  les  déplacements  tan- 
gentiels  pour  les  points  situés  dans  les  six  faces  sont 
donnés,  on  formera  les  composantes  des  déplacements 
qui  dépendent  des  forces  normales  et  des  déplacements 
tangentiels  relatifs  aux  points  situés  dans  les  deux  faces 
(x  =  0)  et  (x  =  a);  elles  sont  données  par  les  équa- 
tions : 


u  = 


V   = 


w 


d2 

dydz 

d2 

dxdz 

d2 
dxdy 


ô2F 


*-(l  +  e) 


Ôx 

ô*f: 


-0-(l  +  e) 


dy 
Ô2F. 


+ 
+ 


Ôx2  ' 
d2$' 


Ôz2 


+ 


dxdy1 


dxdz' 


(43) 


Ces  valeurs  des  composantes,  qui  satisfont  aux  équa- 
tions de  l'équilibre,  donnent 


hN>\ 


1 


2 


N. 


'M 


~     dydz  \dy2~rdz2riKyih 


[vfzi  m**)  ,  fyiui*) 


% 


dz 


OZ 


3* 
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L   J  ~       dz  8y      * 

LWJ  ~~  ■  te  %    ' 

tandis  que  les  forces  normales  et  les  déplacements  tangen- 
tiels  qui  se  rapportent  aux  points  situés  dans  les  autres 
faces  sont  nuls.  On  pourra  donc  déterminer  les  fonc- 
tions f,  f  etc.  par  les  six  dernières  équations  et  le  pro- 
blème sera  résolu. 


Copenhague,  le  28  novembre  1860. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  analyse  de  ce  mémoire  se  trouve 
dans  les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  17,  p.  106—113. 

NOTE  2.  C'est-à-dire,  qu'on  doit  avoir  <p  =  0,  si 
la  première  espèce  de  mouvement  a  lieu  seule.  Mais 
dans  ce  cas  on  aura  par  conséquent 

ÔF  SF  ÔF 

W==^'     '—%>    W=Jz- 

Les  équations  (2)  se  réduiront  alors  à 

d2F 


F      w)  d($2â2F- 


Ô2F 
~dt2 


)    •( 


dx  ~  '  By 

par  où  l'on  reconnaît  que 

Q2A2F- 


=  0, 


ô2F\ 
61  M- w) 

ôz 


=  o, 


Ô2F 


est  fonction  de  t  seulement  et  que  F  peut  être  choisi 
de  manière  que 

ô2F 

NOTE  3.     On  ne  peut  pas  déduire  l'équation 
co2  ô 


A2F'  = 


Q2dx 


d  W}      SX' 


U2~df~ 
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des  équations  (11);  mais  on  reconnaît  qu'elle  est  compa- 
tible avec  ces  équations  et  que  les  équations  (9)  et  (10) 
sont  vérifiées,  si  F  et  F'  sont  déterminées  de  manière  à 

satisfaire  à  l'équation  en  question  et  à  l'équation  précé- 

ô2F 
dente.     De  plus  on  voit  alors  que  pour  x  =  0,   -^  et 


df 


seront  identiques,  d'où  Lorenz  conclut  que  F  et  F' 


aussi  seront  identiques. 

ô2F     ô2F 
De  même  on  reconnaît  que  pour  x  =  0,  -^-y ,  ^-^ 

ô2f'  FF'  °y    ôz 

seront  identiques  avec  -~-2-  •>  ~â^  e^  qu'alors 


d2F      ô2F 


azr-f 


ôx2     dx* 


=  ?+|+l-^+f+2)- 


NOTE  4.     Dans  l'expression  de  u  on  différence  par 
rapport  à  fi  et  y  en  laissant  r  constant.    Par  conséquent 


on  aura,    en  désignant   par 


âr 


la  différen- 


tiation  complète  par  rapport  à  y, 

En  intégrant  par  parties,  on  obtiendra 

V^Wriri'-l-  "• r)-  HM*-;' *  rC 


r=n 


mais  comme 


e1- 


=  —j£i    et  comme  m-^,  fi,  yj 


ne 


dépend  de  z  que  par  l'intermédiaire  de  r,  on  en  déduira 
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WWïfci'-ï'*') 


-k^^rJjTi^*^ 


NOTE  5.    On  aura 


x=0 


m 


Or 


et 


W 


<9# 

d2^     <92F'\1 

W     eë 


d0__dFMÔ_F]x 

ôx      dx    '    <9.x 


dx 


ù) 


ô*0        ff<P 

M~~ôx2 


x  =  0 


ÔX 


Mais 


et 


1  ^ 
â24>  =  —  — , 
a» 


2  <9*2 


J2^  = 


et  par  conséquent 


°\ôx2      ôx2) 

ôx 

On  déduit  de  là 

<9#       &c 


x=0 


J_       l\jy(*,y,g) 

w2       &  ôf 


ar=0  /   l  l   \ 

[U~\  =  ^(^,y,^)  — ûi2[^  — -^  U(*,y,  s). 


De  même  on  obtient 
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~ÔV_ 

dx 


x  =  0 


tfr**)— fc 


'ÔF 
dy 


dF[ 

dy  _ 


T  =  0 


—  <P&yi  *)—<*>* 


1 


1  \d<p(t,y,z) 


co2      St)        dy 


d'où  l'on  peut  déduire  l'expression  du  texte.    On  obtient 
d'une  manière  analogue  la  valeur  de  /(£,*/,  z). 

NOTE  6.  Je  ne  crois  pas  qu'on  puisse  démontrer 
en  toute  rigueur  que  les  quantités  «x1  u2  ...  s'évanouis- 
sent; mais  on  reconnaît  que  les  conditions  (14)  et  (15) 
sont  remplies  si  l'on  fait  cette  hypothèse  et  si  l'on  sup- 
pose de  plus  que 

\d{F+F'2-F[)- 


x  =  0 


\_F'+F'2-F3  =  0, 


dx 


=  0. 


La  supposition  que  ux ,  u2  ...  s'évanouissent  équivaut  à 
admettre  que  les  vibrations  longitudinales  ne  peuvent  pas 
par  diffraction  être  transformées  en  vibrations  transver- 
sales. 

NOTE  7.     Voir  note  6  p.  22  du  premier  tome. 

NOTE  8.  Les  séries  (19)  et  (22)  sont  en  général 
divergentes  (voir  la  remarque  faite  par  Lorenz  lui  même 
p.  32). 

NOTE  9.  On  ne  peut  pas,  au  moyen  des  supposi- 
tions faites,  déduire  les  équations  (27)  et  (28)  ;  mais  on 
reconnaît  qu'on  peut  satisfaire  aux  conditions  données 
en  supposant  que  F2  et  Fx  sont  déterminées  par  les 
équations  (27)  et  (28). 


NOTE  10.     Les    séries  qui    expriment  e  et  e'  peu- 
vent être  obtenues  de  la  manière  suivante. 


41 
On  a 


et 

_  1  ,  ,  ff  smk(Qt-r-a-d)  ,.  , 


r  =  ^_a)*+(*/-/9)2+(z-r)2, 

les  deux  intégrations  s'étendant  à  toute  la  surface  d'un 
cercle  de  rayon  R.  En  développant  smk(Qt  —  r— a— S) 
suivant  les  puissances  croissantes  de  r  et  introduisant 
les  coordonnées  polaires,  on  obtiendra  facilement 

n  =  oo 

"V     7  ( 1  \nh2n+i  pli  nR  «2* 

Be  =2,         dr~YPï  dP'\C~ld9, 

»  =  oo 

X     l( i\nh2n+2(*R  <*R  /»27T 


n  =  0 


r  =  Vp2+p'2—  Vpp'cosd, 
ou,  en  remplaçant  p  par  Rp,  p'  par  Rp', 


Be  = 


yST,(-\)nk2n+iR2n+s  p1    7f\7,r27r 

0  "*  VO  t/0  t-0 

>-       '2+1, \pdp\o'dp\r*»dt>. 

*^T)  Jo  t)o  »Jo 


Be'  = 


r  =  Vp2+a'2—Zpp'cos0. 


Nous  considérerons  l'intégrale 


u, 


S1  r.1  /»2  7T 

pdpydp'ydB 
«.o  *'o  *0 

=  Ç>  dpydpfât+p' 2—  2^o'  cos  0)  r*"2  ^ . 

VO  VO  t/0 
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Mais  comme  l'intégrale  triple 

Cdpydp'Ç'%r*-*dd 

Jo  *  '  i  t/0 

reste  invariable  par  la  permutation  de  p  et  p' ,  on  aura 
par  conséquent 

Up  =  [pdp[p'dp\(àp2—Zpp'cos8)rP-2d0 

t'o  Jo  Jo 

=  \p2dpÇ'  dX(ip  —  V  cos  9)  rP-z  dd . 

Jo  Jo  Jo 

dr2 
Mais  2/>  —  Qp'cosd  =  -~-,  et,  en  intégrant  par  par- 

P 

ties,  on  obtiendra 


271 

P 

2 


Wp  =  IL'dAfyl+p'1--  %p'cos6)Pd0- 

P    *  «  J« 


i2  7T 


t*T)       


p+4 


P>'^^(i/i+^8_  $p'cosâ)pde. 


Or  cette  expression  peut  être  regardée  comme  une 
intégrale  double  étendue  à  toute  l'aire  d'un  cercle  de 
rayon  1 ,  chaque  élément  de  la  surface  étant  multiplié 
par  la  p-ième  puissance  de  sa  distance  à  un  point  fixe 
de  la  circonférence.  Si  l'on  prend  pour  origine  des  coor- 
données polaires  ce  point  fixe  et  pour  axe  le  diamètre 
qui  passe  par  le  point  fixe,  on  obtiendra 


Un    = 


P    f2C0S"  4.2*+»        Cf 


Si  p  est  un  entier  impair  2w  — 1,  on  obtiendra 

4-22n+1  In       2w  — 2        2 

U2n~x  ^  (2w  +  3)(2«  +  l)'2w  +  î'2w— r'"3 

2n!;r 

~  />-H) />  +  !)' 
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et,  si  p  et  un  entier  pair  2w, 

4.22»+2            2n+l 
W2n_"  (2n  +  4)(2n  +  2)'  2n4-2  ' 

1   «■ 
"2*2 

Vn+lln 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
Be  et  de  Be'  on  obtiendra  les  résultats  du  texte. 

NOTE  11.  Les  séries  (40)  et  (41)  ont  toutes  les 
propriétés  assignées  par  Lorenz  aux  séries  non  conver- 
gentes (38)  et  (39),  si  l'on  admet  qu'elles  sont  conver- 
gentes, ce  qui  aura  lieu,  si  la  fonction  /"(«/,  z)  satisfait  aux 
conditions  nécessaires  pour  qu'elle  puisse  dans  l'intervalle 
0  <  «/  <  6 ,   0<£<c  être    développée    en    série    suivant 

les  cosinus  et  les  sinus  des  multiples  de  -^  et  de  — . 

b  c 

De  plus  on  reconnaît  que  la  fonction  F  est  complète- 
ment déterminée  dans  l'intervalle 

0<z<c, 

si  dans  cet  intervalle  elle  satisfait  aux  conditions 


( 


et  si  l'on  suppose  que  dans  cet  intervalle  cette  fonction 
et  ses  dérivées  puissent  être  développés  en  série  suivant  les 

cosinus  et  les  sinus  de  smultiples  de  -j- ,    —  de  la  forme 
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F=2'^,1.,cos'^cos^ 

12  0  c 

+  22Bùt ,- sm  -^  sm  — *- 


les  A  et  les  i?  étant  fonctions  de  x  seulement.     On  voit 
immédiatement  comme 


ÔF 


Y°V 


y  =  0,b 


o, 


ÔF 


dz 


y  =  Q,c 


que  tous  les  B  s'évanouissent. 
Du  plus  on  aura 


4,F{x) 


et  par  conséquent 


ut-  A  fx  t  i2 


dx2 


P  ^h>h 


m.  y       7ti9z        ~ 
cos— ^cos— *-  =  0 
o  c 


d2Ailt 


dx' 


_p  JL,V  ,2    U  , 


Mais  comme 

«9/?-i*=o 


<9# 


^l2/  ^2^ 


=  f(y,z)  =  2ip(ciltit— c;;,,-2)cos-^cos 


^  r  ^  rr  ^(/9,  r^ cos  nr  cos  ' 


TTS'z  7T*-jô  nLr 

cos  -Ve  cos  — — 


on  aura 


cU— «S.*  =  —yfiYr  /-(/?,  r)  cos  ^  cos  Sjï  =  w. 

De  même  on  reconnaît  que 
•■h ,  t,  e*"  -  c,'; .  (2  «  -*■  =  -^ ^ J  dr  ftf,  r)  cos  -^  cos  -^  =  ». 
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Des  deux  dernières  équations  on  déduit 


f  v—ue~pa         tr  v—uepa 


e-P<i' 


par  où  la  fonction  F  est  complètement  déterminée. 

On  verra  de  la  même  manière   que  la  fonction  F2 

peut  être  déterminée,  si  l'on  suppose  qu'elle  satisfait  aux 

conditions 

j2F  =  F, 


$1* 
ôy 

dx3' 

'  x  =  0 

Ô2 

"<9F21 

dy* 

Sx 

y  =  0,6 


Ay» z)  i 


di\ 


dz 


2  =  0,  C 

=  0, 


d=p 


z  =  0,  a 


o, 


dx* 
d2  \ôi 


=  /i(y,«), 


<922 


<9# 


.r  =  0,  a 

=  0 


et    de   plus  que  cette  fonction  et  ses   dérivées  peuvent 
être  développées  en  séries  suivant  les  cosinus  et  les  sinus 

des   multiples  de    -—-,    — .     On  trouvera 
F2  =  ^ft^cos—^cos— 2-, 


et  comme  d*F„ 


d^±  -p'B^  =  cl^+c'Ur^, 


et  par  suite 


x   ,  t 


où  a'.   .    Pt  ?"  •    sont    deux   constantes    nouvelles.      Ces 
constantes  peuvent  être  déterminées  par  les  conditions 
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=  f  et 


d*Fn 


Ôx 


=  /j,    par   où   l'on    obtiendra    la 


formule  (41).     -^  s'évanouit   aussi    bien    pour  x  =  0 

que    pour   x  =  a,    et   par    conséquent  22  et  -t-th t 

s'évanouiront  aussi  dans  ces  deux  cas. 


SUR 


LE  NOMBRE  DES  MOLÉCULES 


CONTENUES  DANS  UN  MILLIGEAMME  D'EAU. 


SUR  LE  NOMBRE  DES  MOLÉCULES  CONTENUES  DANS 
UN  MILLIGRAMME  D'EAU. 

VIDENSK.  SELSK.  OVERS.   1870.   P.  40-43. 
ZUR  MOLEKULARTHEORIE  UND  ELECTRICITETSLEHRE. 

POGG.ANN.   CLX.   P.  644-647.*  *  NOTE  1. 

Un  a  jusqu'ici  cherché  à  calculer  le  nombre  des 
molécules  contenues  dans  un  corps  donné,  ou  du  moins 
à  en  obtenir  une  évaluation  passablement  bien  fondée  en 
considérant  seulement  les  forces  moléculaires,  leur  gran- 
deur et  leur  nature.  A.  Dupré  a  ainsi  trouvé  que  le 
nombre  des  molécules  contenues  dans  un  milligramme 
d'eau  est  plus  grand  que  125*  1018  (125»quintillions),  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  que  la  distance  de  deux  molé- 
cules voisines  est  moindre  que  y  •  ^mm  (y  de  millionnième 
de  millimètre)  ;  et,  d'après  le  calcul  de  W.  Thomson,  ces 
nombres    sont    environ   4000- 1018   et  A*7^mm.     Je  suis, 

17     106  7 

moi  aussi,  parvenu  à  des  résultats  analogues  par  une 
voie  toute  différente,  en  considérant  la  quantité  d'élec- 
tricité et  la  grandeur  de  la  tension  dont  on  a  besoin 
pour  la  décomposition  chimique  de  l'eau  ou  d'autres 
corps. 

Gomme  mesure  de  l'intensité  du  courant  électrique 
je  me  servirai,  dans  ce  qui  suit,  de  l'unité  électromagné- 
tique, et  comme  unité  de  quantité  d'électricité  je  pren- 
drai la  quantité  qui  passe  dans  une  seconde  par  chaque 
section  transversale  d'un  conducteur  parcouru  par  un 
courant  dont  l'intensité  est  l'unité.     Par  quantité  d'élec- 

II.  4 
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tricitê  j'entends  ici,  en  modifiant  légèrement  la  concep- 
tion ordinaire  de  cette  quantité,  la  somme  de  la  quan- 
tité d'électricité  positive  qui  passe  dans  la  direction  po- 
sitive et  de  la  quantité  d'électricité  négative  qui  passe 
dans  la  direction  inverse.  La  répulsion  qui  s'exerce  entre 
deux  corps  contenant  les  quantités  d'électricité  e  et  e\ 
et  qui  se  trouvent  à  la  distance  r  l'un  de  l'autre,  peut 
alors  être  exprimée  en  unités  absolues  de  force  par 

F  =  a2?4,    où   a  =  31074- 107. 
r 

La  tension  électrique  d'un  corps  ou  sa  fonction 
potentielle  peut  être  définie  comme  le  travail  nécessaire 
pour  ajouter  au  corps  une  unité  d'électricité. 

Si  p  est  la  tension  électrique  et  e  la  quantité  d'élec- 
tricité qu'il  contient,  un  accroissement  infiniment  petit 
de  sa  quantité  d'électricité  de  demanderait  un  travail  pde; 
par  conséquent  le  travail  total  correspondant  à  la  ten- 
sion p  et  à  la  quantité  e  est  déterminé  par  l'équation 


=  \pde 


Si  nous  supposons,  par  exemple,  que  la  distribution 
de  la  quantité  d'électricité  e  est  uniforme  sur  la  surface 
d'une  sphère,  dont  le  rayon  est  d,  la  tension  sera 

2a2e 

et  le  travail  représenté  par  l'électricité  sera  dans  ce  cas 

.        «V       pe 

Le  travail  nécessaire  à  la  décomposition  d'un  milli- 
gramme   d'eau   est   accompli    par   un   mécanisme   dans 
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lequel  une  certaine  quantité  d'électricité  subit  une  perte 
de  tension. 

D'après  Weber  et  plusieurs  autres  physiciens  cette 
quanti!  é  est  107  unités  d'électricité.  Par  conséquent,  si 
N  est  le  nombre  des  molécules  contenues  dans  un  milli- 
gramme d'eau,  et  si  e  est  la  quantité  d'électricité  que 
chaque  molécule  doit  recevoir  et  perdre  ensuite  pour 
être  décomposée,  on  aura 

Ne  =  107. 

De  plus  nous  pouvons  admettre  avec  Bosscha  que 
la  force  électromotrice  d'un  élément  de  Daniell  est  en 
unités  électromagnétiques 

10258- 107, 

nombre  qui  du  reste  peut  aussi  être  déduit  des  expé- 
riences de  Favre  et  Silbermann  sur  la  quantité  de  cha- 
leur produite  par  l'activité  chimique  d'un  élément  de 
Daniell.  Cette  force  électromotrice  est  identique  à  la 
tension  électrique,  définie  ci-dessus,  du  pôle  positif  d'un 
élément  de  Daniell,  qui  n'est  pas  fermé  et  dont  le  pôle 
négatif  est  dérivé  à  la  terre. 

La  décomposition  de  l'eau  exige  une  tension  au 
moins  1,46  fois  plus  grande.  Si  elle  est  désignée  par  P, 
on  obtiendra  par  conséquent 

P  =  15- 1010. 

De  plus  il  existe  une  relation  simple  entre  le  nombre 
des  molécules  et  la  distance  â  de  deux  molécules  voi- 
sines. En  effet,  on  peut  admettre  comme  probable  que 
les  molécules  d'eau  sont  disposées  en  ordre  tétraèdral,  en 
sorte  que  le  volume   d'un  nombre  donné  de   molécules 
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soit  le  plus  petit  possible  pour  une  distance  donnée  de 
deux  molécules  voisines;  de  là  résulte  que 

N  =  — 
â*  ' 

Or  le  travail  chimique  de  la  quantité  d'électricité 
qu'a  reçue  une  molécule  doit  s'opérer  et  pour  cette 
raison  il  faut  que  cette  quantité  se  répande  de  telle  ou 
telle  manière  dans  l'intérieur  d'une  sphère  de  diamètre  â 
qui  entoure  la  molécule,  cette  sphère  étant  approxima- 
tivement le  volume  correspondant  à  chaque  molécule,  si 
le  volume  du  corps  est  divisé  en  N  parties  égales  et 
si  une  molécule  est  placée  au  centre  de  chaque  petit 
élément  de  volume.  Mais  le  travail  qui  peut  être  ac- 
compli par  la  quantité  d'électricité  donnée  sera  aussi 
petit  que  possible,  si  l'électricité  se  trouve  uniformément 
répandue  à  la  surface  de  cette  sphère.  Car  on  recon- 
naît facilement  qu'on  ne  peut  pas  changer  cette  distribu- 
tion en  une  autre,  sans  qu'un  travail  s'opère;  toute 
autre  distribution  de  la  même  quantité  d'électricité  dans 
l'intérieur  de  la  sphère  exige  donc  un  travail  plus  grand; 
et,  par  conséquent,  il  faut  que  l'électricité  ait  pour  toute 
autre  distribution  une  tension  plus  grande. 

La  tension  correspondante  à  une  distribution  uni- 
forme de  la  quantité  e  sur  la  surface  d'une  sphère  de 
diamètre  d  est,    comme  je  l'ai  dit  ci-dessus,  déterminée 

par  l'équation 

%a2e 

Or  la  tension  de  la  même  quantité  d'électricité, 
dans  la  distribution  qui  se  produit  en  réalité,  a  été  dé- 
signée ci-dessus  par  P. 
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Par  conséquent  on  doit  avoir 

P<P, 

d'où   l'on    conclut,    au    moyen  des   formules  rapportées 

ci-dessus,  i       i  mm 

N>  1360- 10"    et     ^<i.— . 

On  reconnaît  facilement  qu'on  obtiendra  une  limite 
supérieure  de  iV,  si  l'on  fait  la  supposition  que  la  sphère 
d'action  de  l'électricité  soit  plus  petite,  (que  ce  soit,  par 
exemple,  la  surface  des  atomes  dont  est  composée  la 
molécule  d  eau)  ou  si  l'on  fait  le  même  calcul  pour 
d'autres  corps,  plus  faciles  à  décomposer.  Le  même 
calcul,  fait  pour  l'oxyde  d'argent,  par  exemple,  au  lieu  de 
l'eau,  montre,  avec  une  certaine  probabilité,  que  la  limite 
de  N  peut  être  supposée  27  fois  plus  grande  que  celle 
que  nous  avons  trouvée  ci -dessus  ou  bien  que  d  est  3 
fois  plus  petit. 

Il  n'est  peut  être  pas  sans  intérêt  de  remarquer, 
que,  tandis  que  la  quantité  d'électricité  e  provenant  d'une 
source  d'électricité  à  tension  constante  P  fait  le  travail 
Pe,  si  elle  est  amenée  de  la  tension  P  à  la  tension  0, 
au  contraire  une  molécule  contenant  la  même  quantité 
d'électricité  e  à  la  même  tension  P  ne  contiendra  que 

Pe 

la  moitié  de  cette  quantité  de  travail ,    savoir  -~- ,    sous 

forme  d'électricité.  Par  conséquent  il  peut  se  faire  que  de 
cette  manière  le  travail  de  l'électricité  soit  perdu,  jusqu'à 
concurrence  de  moitié,  pour  la  décomposition  chimique 
et  se  produise  sous  une  autre  forme,  cas  qui,  à  ce  qu'il 
semble,  peut  précisément  avoir  lieu  dans  la  décomposition 
électrolytique  de  l'eau. 
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NOTES. 

NOTE  1.     Une    analyse   se  trouve   dans  les    „Fort- 
schritte  d.  Physik",  t.  26,  p.  669— 670. 


DETERMINATION 


DU    DEGRE    DE   CHALEUR 

EN  MESTJEES  ABSOLUES. 


DÉTERMINATION  DU  DEGRE  DE  CHALEUR 
EN  MESURES  ABSOLUES. 

VIDENSK.  SELSK.  OVERS.   1872.   P.  1-21. 

POGG.  ANN.  CLXII.  P.  429-452.*  *  NOTE  1. 

PHILOS.  MAG.  (4)  XLVI.  P.  62-77. 

Jtiien  n'a  plus  contribué,  de  nos  jours,  à  éclaircir, 
indépendamment  de  toutes  hypothèses  physiques,  la  rela- 
tion des  forces  différentes,  que  la  détermination  des 
quantités  dépendantes  de  ces  forces,  au  moyen  des 
mêmes  unités  absolues.  Mais,  tandis  qu'on  a  établi  la 
théorie  de  la  mesure  absolue  en  ce  qui  concerne  l'élec- 
tricité et  le  magnétisme,  au  contraire  le  degré  de  chaleur 
n'a  jusqu'ici  été  déterminé  que  d'une  manière  arbitraire; 
de  sorte  qu'on  a,  pour  ainsi  dire,  tranché  le  lien  qui 
rattache  la  chaleur  aux  autres  forces  physiques.  C'est 
pourquoi  j'ai  entrepris,  dans  la  présente  recherche,  d'établir 
d'une  manière  complètement  expérimentale  une  définition 
du  degré  absolu  de  chaleur  et  de  montrer  l'emploi  qu'on 
peut  faire  de  cette  définition  pour  éclaircir  et  préciser 
la  relation  qui  existe  entre  l'électricité  et  la  chaleur. 

Nous  nous  servirons  dans  ce  qui  suit  des  unités 
absolues  introduites  par  Gauss  et  Weber,  à  savoir  du 
millimètre  comme  unité  de  longueur,  de  la  seconde  comme 
unité  de  temps  et  du  milligramme  comme  unité  de  poids. 
En  se  servant  de  ces  unités  on  a,  comme  on  sait,  défini 
l'unité  électromagnétique  de  l'intensité  d'un  courant 
comme  l'intensité  d'un  courant  qui,  en  parcourant  la  cir- 
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conférence  d'un  cercle  de  surface  égale  à  l'unité,  influence 
le  pôle  d'un  ainant  comme  un  aimant  infiniment  petit  dont 
le  moment  est  l'unité.  De  plus  Weber  a  choisi  comme 
unité  de  masse  d'électricité  la  quantité  d'électricité  posi- 
tive, qui  dans  l'unité  de  temps  traverse  dans  la  direction 
positive  une  section  d'un  conducteur  parcouru  par  un 
courant,  dont  l'intensité  est  l'unité,  ce  qui  pourtant  pré- 
suppose qu'en  même  temps  la  même  quantité  d'électri- 
cité négative  passe  dans  la  direction  opposée.  Nous 
considérerons  pourtant  dans  ce  qui  suit,  ainsi  qu'on  le 
fait  d'habitude  à  présent,  comme  unité  de  masse  d'élec- 
tricité la  somme  des  quantités  d'électricité  qui  passent 
dans  l'unité  de  temps  par  un  conducteur  dont  l'intensité 
de  courant  est  l'unité  dans  les  directions  opposées  sans 
tenir  compte  des  signes. 

L'unité  absolue  de  chaleur  est  définie  comme  la 
quantité  de  chaleur  qui  équivaut  à  l'unité  absolue  de 
travail.  Or,  si  l'on  veut  définir  un  degré  de  chaleur  par 
l'élévation  de  température  que  produit  l'unité  de  chaleur 
sur  l'unité  de  poids  d'eau ,  le  degré  de  chaleur  sera 
pourtant  déterminé  arbitrairement,  puisqu'il  dépendra  de 
la  nature  physique  du  corps  choisi,  à  savoir  de  celle  de 
l'eau.  Si  au  contraire  la  quantité  d'eau  est  remplacée 
par  un  certain  nombre  d'atomes  d'un  corps  simple,  l'élé- 
vation de  température  produite  sur  eux  par  une  certaine 
quantité  de  chaleur  sera,  d'après  la  loi  de  Dulong  et 
Petit,  indépendante  de  la  nature  du  corps  choisi.  Reste 
encore  à  déterminer  plus  précisément  le  nombre  d'atomes 
qu'il  faut  choisir. 

La  loi  citée  n'est  pourtant  pas  valable  en  toute 
rigueur  pour  les  corps  solides;  mais  les  écarts  ont,  comme 
on  sait,  été  expliqués  par  la  supposition  naturelle,  qu'ici 
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la  chaleur  ne  produit  pas  seulement  une  augmentation 
de  la  température,  mais  aussi  un  travail  moléculaire  in- 
térieur. Au  contraire  la  loi  est  certainement  valable  en 
toute  rigueur  pour  tous  les  gaz,  pour  lesquels  on  peut 
supposer  qu'aucune  partie  de  la  chaleur  communiquée 
n'est  employée  à  produire  de  travail  intérieur.  La  perte 
de  chaleur  produite  par  le  travail  extérieur  peut  être 
évitée  par  le  chauffage  de  l'air  à  volume  constant. 

D'après  Regnault,  la  chaleur  spécifique  à  volume 
constant  est  pour 

l'azote  l'oxygène  l'hydrogène 

0,24380,  0,21751,  3,40900. 

Par  conséquent  une  élévation  de  température  d'un 
degré  C.  exige  à  pression  constante  pour 

14mgr.  d'azote  16m£r-  d'oxygène  lmsr-  d'hydrogène 

3,41320,  3,48016,  3,40900, 

unités  relatives  de  chaleur  (lm^r-  d'eau  1°  G.).  Ces  trois 
nombres,  surtout  le  premier  et  le  troisième,  qui  sont  à 
peu  près  identiques,  montrent,  en  concordance  avec  la 
loi  de  Dulong  et  Petit,  qu'il  faut  la  même  quantité  de 
chaleur  pour  faire  monter  d'un  degré  la  température  du 
même  volume  à  la  même  pression,  et  par  conséquent, 
d'après  notre  hypothèse,  du  même  nombre  d'atomes  des 
corps  choisis. 

A  volume  constant  la  chaleur  spécifique  de  ces  gaz 
devient  1,40  fois  plus  petite  (d'après  les  déterminations 
antérieures  1,41,  et  d'après  la  détermination  de  Regnault 
1,3945);  et,  si  l'on  remplace  les  trois  nombres  cités  par 
la  moyenne  des  deux  qui  se  rapprochent  le  plus  (ceux 
qui  correspondent  à  l'azote  et  l'hydrogène),  à  savoir  par 

3,4111, 
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on  trouvera  que 

2,436  unités  de  chaleur  (lm^r-  d'eau  1°C), 

est  la  quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  élever  d'un 
degré  G.  à  volume  constant  la  température  d'un  nombre 
d'atomes  d'un  gaz  permanent  égal  à  celui  des  atomes 
qui  se  trouvent  dans  lm^r-  d'hydrogène. 

L'unité  relative  de  chaleur,  dont  nous  nous  sommes 
servis  ici,  peut  facilement  être  exprimée  en  unités  abso- 
lues de  travail,  et  nous  l'appellerons  A,  quand  elle  sera 
exprimée  de  cette  manière.  L'unité  citée  est,  comme  on 
sait,  équivalente  à  un  travail  de  433  milligrammètres,  et 
comme  le  poids  d'un  milligramme  est  9806  unités  abso- 
lues, à  savoir  l'accélération  de  la  pesanteur  exprimée  en 
millimètres,  on  aura 

A  =  425  -107  unités  absolues. 

Pour  échauffer  lm^r-  d'hydrogène  de  1°  G.  à  volume 
constant  il  faut  par  conséquent 

2,436^4  =  1035- 107  unités  absolues. 

De-  même  qu'il  faut  une  quantité  déterminée  de 
chaleur  pour  élever  d'un  degré  la  température  du  même 
nombre  d'atomes  de  corps  différents,  de  même,  d'après 
la  loi  électrolytiqne  de  Faraday,  il  faut  des  quantités 
égales  d'électricité  pour  dégager  des  quantités  équivalentes 
d'un  électrolyte.  Mais,  comme  les  masses  équivalentes 
ne  correspondent  pas  toujours  au  même  nombre  d'atomes, 
il  sera  nécessaire  de  choisir  ici  un  type  déterminé  ou  une 
norme  de  l'électrolyse. 

Je  prends  pour  type  d'élecirolyse  celle  des  corps 
composés  comme  R-Cl  (Br,J);  en  partie  parce  que  le 
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même  nombre  d'atomes  est  dégagé  aux  deux  pôles,  en 
partie  parce  que  nous  avons  ici  le  plus  grand  nombre 
d'atomes  qui  puisse  être  dégagé  d'un  électrolyte  par  une 
quantité  donnée  d'électricité.  Tous  écarts  de  la  norme 
admise  doivent  donc  être  considérés  comme  produits  par 
les  actions  secondaires  des  forces  chimiques.  Par  ex- 
emple, quand  on  considère  l'électrolyse  de  l'acide  chlor- 
hydrique  concentré  comme  normale,  l'électrolyse  de  l'eau 
est  une  dérogation  à  la  règle,  dérogation  qu'on  peut 
peut-être  expliquer  en  supposant  que  deux  atomes  d'oxy- 
gène se  combinent  sous  la  forme  gazeuse  en  un  atome 
double. 

A  l'intérieur  d'un  voltamètre  se  dégage  dans  l'unité 
de  temps  g^mgr'  d'hydrogène*  sous  l'action  d'un  courant 
d'intensité  1.  Le  même  courant  dégagera  de  l'acide  chlor- 
hydrique  concentré  le  même  poids  d'hydrogène  et  un 
nombre  équivalent  d'atomes  de  chlore,  et  par  conséquent 
aux  deux  pôles  un  nombre  d'atomes  simples  égal  au 
nombre  de  ceux  qui  se  trouvent  dans  J^mg:r'  d'hydrogène. 
Pour  échauffer  le  même  nombre  d'atomes  de  1°  G.  à 
volume  constant,  il  faut,  d'après  le  résultat  trouvé  ci-dessus, 

2,436 


480 


A  =  0,005075 J.  =  216- 105  unités  absolues. 


Nous  pouvons  à  présent  définir  le  degré  de  chaleur 
en  mesures  absolues  comme  V élévation  de  température 
que  Vunité  de  travail,  en  se  transformant  complètement 
et  exclusivement  en  chaleur,  peut  produire  sur  un  nombre 
d'atomes  d'un  corps  simple  égal  à  celui  que  Vunité  d'élec- 
tricité dégage  d'un  électrolyte  normal. 

*  Comparer:    Wiedemann    die   Lehre   vom   Galvanismus.      T.  II, 
p.  917  et  suivantes. 
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Cette  élévation  de  température  est,   d'après  ce  que 

1 
nous  avons  développé  ci-dessus,   égale  à  =-  Centi- 

grades;   par  conséquent,    on  aura,   en  vertu  de  la  défi- 
nition admise: 

1°C.  =  0,005075 A  =  216- 105  unités  abs. 

La  relation  entre  la  chaleur  et  de  l'électricité,  qui 
résulte  de  la  loi  de  Dulong  et  Petit  et  de  la  loi  électro- 
lytique  de  Faraday,  et  dont  nous  nous  sommes  servis 
pour  établir  une  définition  du  degré  absolu  de  chaleur, 
n'est  pas  la  seule  connexion  de  ces  deux  agents  physi- 
ques; car  il  en  existe  une  autre,  en  vertu  de  la  loi  de 
Wiedemann  et  Franz,  d'après  laquelle  le  rapport  des 
conductibilités  de  la  chaleur  et  de  l'électricité  doit  être 
le  même  pour  les  différents  métaux.  On  a  pourtant 
reconnu  par  des  expériences  ultérieures,  que  ce  rapport 
varie  avec  la  température  et  que  par  conséquent  la  loi 
ne  peut  être  admise  sous  sa  forme  primitive  et  doit  être 
modificée. 

L'influence  de  la  chaleur  sur  la  conductibilité  élec- 
trique a  été  élucidée  par  les  travaux  de  plusieurs  physi- 
ciens comme  Lenz,  Becquerel,  Arndtsen,  mais  surtout 
par  une  série  d'expériences  de  Matthiessen  et  v.  Bose*, 
qui  ont  étudié  la  conductibilité  de  10  métaux  purs,  savoir: 
argent,  cuivre,  or,  zinc,  cadmium,  étain,  plomb,  arsenic, 
antimoine,  bismuth.  La  conclusion  remarquable  qui  résulta 
de  ces  expériences  était  que  la  diminution  de  la  conduc- 
tibilité électrique  par  réchauffement  de  0°  à  100°  C.  est 
la  même,  29,307  pour  cent  en  moyenne,  pour  tous  les 
métaux    en    question.      La    résistance    de    conductibilité 

*  Pogg.  Ann.  GXV,  p.  353. 
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croît  par  conséquent  de  41,46  pour  cent  par  la  même 
élévation  de  température,  c'est-à-dire  dans  une  propor- 
tion un  peu  plus  forte  que  celle  de  la  température 
(36,6  pour  cent)  si  la  température  est  comptée  du  zéro 
absolu  (—273°  G.).  Plus  tard  Matthiessen  et  Vogt*  ont 
trouvé  que  le  fer  fait  exception  à  la  loi  suivie  par  les 
métaux  purs,  sa  conductibilité  pouvant  être  diminuée  de 
plus  de  38  pour  cent. 

On  n'a  fait  que  peu  d'expériences  relativement  à 
l'influence  de  la  température  sur  la  conductibilité  de  la 
chaleur;  mais  on  doit  pourtant  remarquer  que  toutes 
les  expériences  antérieures  sont  en  bonne  concordance 
pour  confirmer  la  supposition,  que  la  conductibilité  ne 
dépend  pas  de  la  température.  Angstrom  **  a  trouvé  pour 
deux  barres  faites  d'un  cuivre,  qui  pourtant  n'était  vrai- 
semblablement pas  tout  à  fait  pur,  une  diminution  de  la 
conductibilité  calorifique,  allant  de  15  jusqu'à  21  pour 
cent  entre  0°  et  100°  G.  et  pour  le  fer  de  28,7  pour 
cent,  tandis  que  Forbes***  a  trouvé  pour  le  fer  forgé 
une  diminution  variant  entre  15,7  et  22,3  pour  cent. 

Par  conséquent,  si  nous  remarquons  que  la  conduc- 
tibilité électrique  est  pour  les  différents  métaux  à  peu 
près  inversement  proportionelle  à  la  température  comptée 
à  partir  du  zéro  absolu,  tandis  que  leur  conductibilité 
calorifique  est  plutôt  approximativement  constante,  et 
que  les  écarts  des  deux  espèces  de  conductibilité  ont 
lieu  dans  le  même  sens,  les  faits  cités  semblent  indiquer, 
avec  l'approximation  qu'on  peut   attendre  ici,  la  loi  sui- 

*  Pogg.  Ann.  GXVIII,  p.  431. 

**  Ôfversigt  af  K.  Vetensk.   Fôrhandl.    1862.    Pogg.  Ann.  GXVIII, 
p.  423. 
***  Edinb.  Trans.  1862—64. 
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vante:  le  rapport  de  la  conductibilité  calorifique  d'un 
métal  pur  à  sa  conductibilité  électrique  est  proportionnel 
à  la  température  comptée  à  partir  du  zéro  absolu. 

Pourtant  ce  rapport  doit  évidemment  être  modifié 
plus  ou  moins  en  plusieurs  cas.  Ainsi,  si  le  métal  n'est 
pas  homogène  ou  s'il  contient  un  mélange  de  métaux 
étrangers,  et  surtout  dans  les  cas,  où  réchauffement 
différent  des  différentes  parties  peut  produire  des  courants 
thermoélectriques  à  l'intérieur  du  corps,  la  conductibilité 
calorifique  sera  vraisemblablement  augmentée,  ou,  en 
tout  cas,  le  rapport  des  deux  conductibilités  sera  modi- 
fié. Un  cas  analogue  se  présentera  sans  doute  à  un 
haut  degré,  si  la  chaleur  peut  être  propagée  dans  l'in- 
térieur du  corps  comme  chaleur  rayonnante,  et  c'est 
dans  cette  propagation  qu'on  doit  chercher  l'explication 
du  fait,  que  la  conductibilité  de  tous  corps  transparents, 
translucides  et  surtout  de  tous  corps  non  métalliques  i  ( 
évidemment  plus  grande  que  celle  qui  correspondrait  à 
leur  conductibilité  électrique.  Enfin  le  rapport  doit  pour 
les  liquides  être  modifié  à  cause  de  la  mobilité  des  par- 
ticules. 

Ainsi,  si  l'on  chauffe  une  colonne  de  liquide  par 
dessous,  il  va  sans  dire  que  cette  mobilité  augmentera  la 
conductibilité  calorifique  observée  et  si  elle  est  chauffée 
par  dessus,  on  ne  pourra  pourtant  pas  éviter  la  produc- 
tion de  courants  dans  l'intérieur  du  liquide.  Chaque 
élément  du  liquide  situé  dans  la  même  section  horizon- 
tale ne  peut  avoir  exactement  la  même  température; 
les  éléments  les  plus  froids  descendront  vers  le  bas  et 
les  éléments  les  plus  chauds  monteront  vers  la  source 
de  chaleur,  et  la  conductibilité  calorifique  sera  dans  ce 
cas  diminuée  par  le  mouvement. 
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On  doit  pour  cette  raison  maintenir  que  la  loi  ne 
peut  vraisemblablement  être  valable  en  toute  rigueur  que 
pour  les  métaux  purs,  homogènes  et  solides,  si  même 
elle  est  valable.  En  toute  rigueur  un  échauffement  in- 
égal produirait  une  certaine  non  homogénéité  du  métal  et 
pourrait  produire  des  courants  thermoélectriques. 

Ces  remarques  faites,  je  chercherai  à  déterminer 
au  moyen  des  expériences  faites  jusqu'ici  pour  les  mé- 
taux le  rapport  des  conductibilités  calorifique  et  électrique 
exprimées  en  unités  absolues.  Il  en  ressortira  le  résultat 
remarquable,  que  ce  rapport  est  précisément  égal  à  la 
température  comptée  à  partir  du  zéro  absolu  (—273°  G.) 
en  unités  absolues,  déterminées  ci-dessus. 

Pour  déterminer  la  conductibilité  calorifique  en  unités 
absolues,  il  faut  connaître  la  quantité  de  chaleur  qui 
passe  par  chaque  unité  de  surface  d'une  plaque  d'épais- 
seur donnée  pour  une  différence  donnée  des  tem- 
pératures des  deux  côtés  de  la  plaque.  Les  expériences 
antérieures  ont,  à  cause  de  circonstances  très  évidentes, 
donné  des  résultats  discordants  et  trop  petits.  Par  con- 
séquent nous  ne  pourrons  nous  servir  que  des  expériences 

o 

récentes  d'Angstrôm ,  de  Forbes  et  de  Neumann ,  qui 
concordent  assez  bien ,  quoique  ces  trois  observateurs 
aient  exécuté  leurs  expériences  indépendamment  les  uns 
des  autres  et  par  des  procédés  très  différents.  Nous 
nous  servirons  provisoirement  des  unités  choisies  par  Ang- 
strom:  le  centimètre,  la  minute,  le  centigrade  et  comme 
unité  de  chaleur  la  petite  calorie  (  \%T-  d'eau  1°  G.). 

Angstrôm*  a  trouvé  que  la  conductibilité  calorifique 
était  pour: 

*  Pogg.  Ann.,  t.  CXVIII,  p.  423  et  t.  CXXIII,  p.  628. 

n.  § 
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le  cuivre  58,94  à  0°  G. 

—  61,63        — 

le  fer  11,927     — 

le  mercure  1,061  a  50°  G. 

La  dernière  détermination  a  été  faite  sur  une  colonne 
de  mercure  renfermée  dans  un  tube  de  verre  qui  fut 
chauffé  par  dessus. 

Forbes  a  trouvé  par  les  expériences  mentionnées  ci- 
dessus 

fer     12,36  à  0°  G. 

—  12,42        — 

—  9,21        — 

Neumann*  a  déterminé  la  conductibilité  calorifique 
pour  5  barres  de  métaux  différents  et  de  plus,  en  les 
comparant  l'un  avec  l'autre,  leur  conductibilité  électrique 
relative.  Pour  l'argent  elle  a  été  désignée  par  100,  et 
pour  le  cuivre  elle  a  été  évaluée  à  73,3.  Les  résultats 
étaient,  si  nous  nous  servons  des  unités  employées  ci- 
dessus 


conductibilité 

conductibilité 

rapport 

calorifique 

électrique 

Q 

cuivre .  .  .  66,48 

73,3 

0,907 

laiton  .  .  .  18,12 

17,9 

1,012 

zinc  ....  18,43 

21,1 

0,873 

argenton   .     6,566 

6,45 

1,018 

fer 9,824 

10,2 

0,963 

Le  rapport  de  la  conductibilité  calorifique  à  la  con- 
ductibilité électrique,  qui  est  désigné  par  q  est  le  plus 
grand   pour  le  laiton  et  l'argenton ,    ce  qui  n'est  pas  un 

*  Ann.  de  chim.  1862,  p.  183. 


67 


fait  fortuit,  mais  tient  plutôt  à  ce  qu'on  n'opérait  pas  sur 
des  métaux  purs.  De  même  on  obtient,  conformément 
à  ce  que  nous  avons  expliqué  plus  haut,  un  résultat 
discordant  et  sans  doute  plus  petit  pour  le  mercure,  au- 
quel  correspond  en  vertu  des  expériences  d'Angstrom 
q  =  0,655,  si  l'on  admet  que  la  conductibilité  électrique 
à  50°  G.  est  égale  à  1,62. 

La  moyenne  des  quotients  q  pour  le  cuivre,  le  zinc 
et  le  fer  est  d'après  les  expériences  de  Neumann  0,914. 
Il  est  difficile  de  décider  si  ce  nombre  doit  être  diminué 
ou  augmenté,  en  tenant  compte  des  expériences  d'autres 
observateurs  ;  or  comme  la  conductibilité  calorifique 
n'est  pas  réduite  à  0°  G.  dans  les  expériences  de  Neu- 
mann, on  doit  pour  cette  raison  supposer  qu'il  faut 
diminuer  q  un  peu.  On  peut  donc  vraisemblablement 
admettre,  que 

q  =  0,90  à  0°G., 

est  le  résultat  qui  peut  être  déduit  avec  la  plus  grande 
probabilité  des  expériences  en  question. 

La  valeur  de  q  déterminée  de  cette  manière  est 
donc  la  conductibilité  calorifique  d'un  métal,  dont  la 
conductibilité  électrique  est  l'unité,  exprimée  dans  les 
unités  d'Angstrom,  si  l'on  pose  la  conductibilité  électrique 
de  l'argent  égale  à  100.  Par  chaque  millimètre  carré 
d'une  plaque  de  conductibilité  calorifique  q  et  dont 
l'épaisseur  est  lmm  il  passe  dans  chaque  seconde 

a   -L    10   -L  -         ? 


100  60        600 

unités  relatives  de   chaleur   (l*r-  d'eau   1°  G.)   pour   une 
différence  de  température  de  1°  G.  entre  les  deux  côtés 
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de  la  plaque.  Gomme  l'unité  de  chaleur  employée  ici 
est  égale  à  1000 A,  et  comme  nous  avons  trouvé  que 
1°  G.  exprimé  en  unités  absolues  est  égal  à  0,006075-4, 
la  conductibilité  calorifique  absolue  correspondante  à  q, 
que  nous  désignerons  par  kv  sera  déterminée  par 

a        1000  A 

h     =    j^r'pr -.    =    328,4  0. 

1        600    0,005075  A  l 

On  reconnaît  par  là  que  le  facteur  de  réduction, 
par  lequel  la  conductibilité  évaluée  en  unités  d'Angstrôm 
est  réduite  aux  mesures  absolues,  est  indépendant  de  A. 

Avec  la  valeur  trouvée  ci-dessus  pour  q  on  obtiendra 

\  =  296. 

Si  l'on  désigne  la  conductibilité  électrique  absolue 
correspondante  par  xt,  celle-ci,  en  vertu  de  la  loi  citée, 
sera  donnée  par 

h 


x. 


a-  T, 


si  T  est  la  température  comptée  à  partir  du  zéro  absolu 
et  exprimée  en  unités  absolues.  Pour  le  point  de  con- 
gélation de  l'eau  T  est  égal  à  273  •  1°  C. ,  et  si  le  centi- 
grade est  exprimé  en  unités  absolues 

T  =  1,385  4  =  589- 107 

Il  s'ensuit  que 

JL  =   0,00468  4    =    1,99-  107. 

Pour  déduire  de  là  la  résistance  absolue  d'une  unité 
Siemens  (une  colonne  de  mercure  longue  d'un  mètre, 
dont  la  section  droite  a  lmm  carré  à  0°  G.) ,  il  faut  con- 
naître le  rapport  de  la  conductibilité  spécifique  de  l'arg 
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à  celle  du  mercure;  mais  ce  rapport  varie  assez  avec 
l'état  physique  de  l'argent,  et  même  si  l'on  choisit,  ce 
qu'on  fait  en  général,  l'argent  sous  forme  d'un  fil  durci 
par  étirement,  on  ne  peut  pas  obtenir  une  grande  préci- 
sion dans  la  détermination  de  ce  rapport.  Dans  l'ou- 
vrage de  Wiedemann  „Die  Lehre  vom  Galvanismus"  (tome 
premier  p.  181)  on  trouve  les  nombres  1,789  (E.  Becquerel), 
1,7  (Lamy),  1,63  (Matthiessen)  pour  la  conductibilité  du 
mercure,  celle  de  l'argent  étant  100.  Plus  tard  Matthies- 
sen* a  indiqué  le  nombre  1,65  et  les  déterminations  de 
Siemens**  donnent  1,72  et  1,78.  Ces  nombres  sont  va- 
lables pour  0°  G. 

En  conséquence  nous  supposerons  que  la  conducti- 
bilité du  mercure  à  0°  G.  est  égale  à  1,72;  par  suite,  la 
résistance  évaluée  en  mesures  absolues  d'après  le  calcul 
fait  ci-dessus,  deviendra 

1 

=   0,00272  J.   =    1.16- 107. 

1,72*, 

Il  s'ensuit 

S  =  2,72.4  =   1,16- 1010, 

si  l'on  désigne  par  S  l'unité  de  résistance  de  Siemens 
exprimée  en  mesures  absolues. 

Nous  comparerons  ce  résultat  avec  les  mesures  ab- 
solues directes  de  l'unité  de  résistance  de  Siemens  qui 
ont  été  exécutées  en  partie  au  moyen  de  courants  in- 
duits, en  partie  au  moyen  de  la  quantité  de  chaleur 
développée  par  un  courant  constant  dans  un  conduc- 
teur.    Par  la  première  méthode  Weber***  a  trouvé 

*  Pogg.Ann.,  t.  CX1V,  p.  314;   cfr.  t.  GXVI,  p.  377. 
**  Pogg.  Ann.,  t.  GX,  p.  18. 
***  Abt.  d.  k.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Gôttingen  1862. 
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S  =    1,0257- 1010 

tandis  que  la  commission  nommée  par  Ja  British  associa- 
tion a  trouvé  comme  moyenne 

S  =  0,964  •  1010.  * 

Une  petite  correction  indiquée  par  Matthiessen**  et 
qui  diminue  ces  deux  valeurs  de  3  pour  cent  est  ici 
sans  conséquence. 

Ces  valeurs  ne  s'écartent  pas  beaucoup  de  la  .valeur 
trouvée  plus  haut  au  moyen  de  la  conductibilité  calori- 
fique; mais  elles  sont  pourtant  toutes  les  deux  un  peu 
trop  petites.  On  pourrait  chercher  la  raison  de  cet 
écart  dans  la  détermination  assez  peu  précise,  qu'on  a 
jusqu'ici  obtenue  de  la  conductibilité  calorifique  des  mé- 
taux, surtout  en  comparaison  de  leur  conductibilité  élec- 
trique ;  mais  je  crois  pourtant  qu'on  en  doit  chercher  la 
raison  ailleurs. 

La  différence  considérable  des  résultats  trouvés  par 
Weber,  et  par  ladite  commission,  différence  considérable, 
surtout  en  raison  de  la  précision  avec  laquelle  les  ex- 
périences ont  été  exécutées,  indique  déjà  une  erreur 
qui  ne  peut  être  attribuée  à  des  erreurs  accidentelles 
d'observation ,  mais  plutôt  à  une  théorie  incomplète, 
car  l'écart  en  question  s'élève  en  réalité  à  8  pour  cent. 
Il  faut  pour  cette  raison  remarquer,  que  les  expé- 
riences ont  été  faites  avec  des  courants  induits  à  inten- 
sité variable;  mais  il  ressort  avec  vraisemblance  de  dif- 
férentes recherches  récentes,  tant  théoriques  qu'expérimen- 
tales,   que  nous  ne  connaissons  jusqu'ici  la  théorie  des 

*  Reports  of  the  33»»  meeting  of  the  B.  Ass.  1863.  Jenkin:  Pogg. 

Ann.,  t.  GXXVI,  p.  369. 
**  Pogg.  Ann  ,  t.  GXXV,  p.  497. 
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courants  induits  variables  que  dans  ses  traits  princi- 
paux, et  que  les  résultats  ne  peuvent  être  considérés  que 
comme  une  première  approximation.  Par  conséquent 
on  ne  doit  pas,  malgré  le  grand  soin  apporté  à  l'exécu- 
tion desdites  expériences,  attribuer  une  importance  trop 
grande  à  leurs  résultats.  *  *  note  2. 

La  détermination  .de  la  conduction  électrique  au 
moyen  du  développement  de  chaleur  produit  par  un 
courant  constant  dans  un  conducteur  est,  quant  à  la 
théorie,  beaucoup  plus  certaine  et  simple  que  la  méthode 
d'induction,  telle  qu'elle  a  été  employée  jusqu'ici.  Heu- 
reusement nous  avons  une  longue  série  d'expériences, 
exécutées  avec  grand  soin  et  calculées  par  Quintus  Ici- 
lius*,  pour  déterminer  le  développement  de  chaleur 
produit  de  seconde  en  seconde  par  un  courant  à  inten- 
sité constante  dans  différents  fils  de  cuivre  et  de  platine 
dont  la  résistance  électrique  était  déterminée  par  com- 
paraison avec  un  étalon  gradué  en  unités  absolues  par 
Weber.  Si  l'on  désigne  par  V  le  nombre  d'unités  rela- 
tives (lm£r-  d'eau  1°  G.)  produit  dans  chaque  seconde  par 
un  courant  d'intensité  s  dans  une  unité  de  résistance 
de  Siemens,  on  pourra  par  ces  expériences  déterminer 
la  constante  a  définie  par  l'équation 

V  =  a-  s2 1,0257- 10'°, 

si  nous  nous  servons,  comme  l'a  fait  Qu.  Icilius,  de  la 
détermination  de  la  résistance  électrique  par  Weber; 
tandis  que  nous  aurons,  si  A  désigne  toujours  l'équivalent 
absolu  du  travail  de  l'unité  relative  de  chaleur  (lmsr- 
d'eau  1°  G.)  et  S  la  valeur  absolue  de  l'unité  de  rési- 
stance de  Siemens, 

AV  =  s2  S. 

*  Pogg.  Ann.,  t.  CI,  p.  69. 
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De  ces  deux  équations  on  peut  déduire 
S  =  a  A- 1,0257- 1010. 

Dans  lesdites  expériences,  on  s'est  servi  d'un  calo- 
rimètre rempli  de  trois  liquides  différents ,  à  savoir  eau, 
alcool  et  huile  de  térébenthine.  Le  premier  liquide  l'im- 
porte sur  les  deux  autres,  en  ce.  qu'il  donne  immédiate- 
ment la  quantité  de  chaleur  mesurée  avec  les  unités 
choisies,  mais  d'autre  part  on  ne  peut  pas  ici  éviter  une 
petite  erreur  à  cause  de  sa  plus  grande  conductibilité 
électrique;  d'où  il  résulte  nécessairement  que  le  déve- 
loppement de  chaleur  observé  et  par  conséquent  aussi 
la  constante  a  sont  trop  petits.  Les  expériences  faites 
avec  l'alcool  s'accordent  si  peu  entre  elles  à  cause  de  la 
volatilité  de  l'alcool,  qu'elles  doivent  être  négligées. 

Comme  moyenne  de  28   expériences  faites   avec   de 

l'eau  on  obtient 

a  =  2,543  •  10-10, 

et  de  10  expériences  faites  avec  de  l'huite  de  térében- 
thine 

a  =  2,652  •  10-10. 

La  différence  de  ces  deux  valeurs  de  a  n'est  pas 
supérieure  à  ce  qu'on  pouvait  attendre  à  cause  de  la 
plus  grande  conductibilité  de  l'eau;  et,  pour  cette  raison, 
on  doit  admettre  que  c'est  le  dernier  nombre  qui  résulte 
avec  la  plus  grande  probabilité  des  expériences  de  Qu. 
Icilius. 

Si  l'on  se  sert  de  cette  valeur  on  obtiendra 

S  =  2,720.4  =  1,16-  1010, 

ce  qui  est,  comme  on  voit,   exactement  la  valeur  même 
de  l'unité   de  Siemens  en    mesures  absolues    que    nous 
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avons  déduite  ci-dessus  au  moyen  de  la  conductibilité 
calorifique  des  métaux.  C'est  là  comme  on  le  reconnaît, 
une  coïncidence  qui  doit  être  considérée  comme  acci- 
dentelle. 

Nous  obtiendrons  encore  par  un  autre  procédé  une 
confirmation  de  la  loi  exposée;  car  nous  trouverons  que 
cette  loi  met  en  évidence  la  plus  grande  concordance 
avec  la  loi  de  la  propagation  de  V énergie  dans  les  mé- 
taux, que  cette  propagation  soit  produite  par  la  chaleur, 
ou  qu'elle  soit  produite  par  le  mouvement  de  l'électricité. 

Par  énergie  on  entend  toute  quantité  qui  peut  être 
mesurée  en  unités  de  travail.  Nous  ne  considérerons 
ici  que  la  propagation  de  la  chaleur  ou  de  l'électricité 
en  tant  qu'elle  se  fait  dans  les  deux  cas  par  conduc- 
tion; ainsi  nous  faisons  abstraction  de  la  propagation 
de  la  chaleur  dans  l'intérieur  des  corps  par  rayonne- 
ment ou  par  courants  thermoélectriques,  et  de  même, 
en  ce  qui  concerne  l'électricité,  nous  négligeons  la  pro- 
pagation par  induction  ou  par  courants  thermoélectriques. 

Soit  Q  la   quantité   d'énergie   contenue  dans  l'unité 

60 
de  volume   d'un  corps;   l'accroissement  -wrdt  que  reçoit 

Q  par  la  conduction  de  chaleur  dans  l'unité  de  temps 
sous  forme  de  chaleur  sera  déterminée  par 

T  étant  la  température,  et  h  la  conductibilité  spécifique 
de  la  chaleur,  qui  en  général  doit  être  considérée  comme 
une  fonction  de  la  température. 

Si  l'on  pose  ici,  en  vertu  de  la  loi  exposée, 
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x  étant  la  conductibilité  électrique,  on  obtiendra 

2~dï~dx\X  ôx  J^ÔyV  dyJ^Ôz  \*  ôzj'     {) 

équation  dans  laquelle  nous  supposons  que  toutes  les 
quantités  sont  exprimées  en  unités  absolues. 

Comme  l'accroissement  de  l'énergie  se  présente  ici 
seulement  sous  forme  de  chaleur,  son  rapport  à  l'accrois- 
sement de  la  température,  qui  dépend  du  poids  et  de 
la  chaleur  spécifique  du  corps,  sera  connu,  et  pour  cette 
raison  l'équation  exprime  complètement  la  loi  de  la  pro- 
pagation de  la  chaleur  par  conduction. 

Soient  u,  v,  w  les  composantes  de  la  densité  du 
courant  électrique  en  un  point  (x,  y,  z)  du  corps;  la 
quantité  de  chaleur  reçue  dans  l'unité  de  temps  sera,  en 
vertu  de  la  loi  de  Joule, 

— ■ ■ —  dxdydzdt. 

Si  l'élément  de  volume  contient  en  même  temps  la 
quantité  edxdydz  d'électricité  et  si  la  tension  électrique 
(le  potentiel)  au  même  point  est  P,  l'élément  recevra  en 
même  temps  l'énergie 

P  -^  dx  dy  dz  dt 

ôt         J 

sous  forme  d'électricité. 

Par  conséquent,  si  Q  désigne  comme  antérieurement 
la  quantité  d'énergie  qui  se  trouve  dans  l'unité  de  volume, 

l'accroissement  -^  dt,  produit  par  le  mouvement  de  l'élec- 
ot 

tricité  et  qui  se  présente  en  même  temps  sous  forme  de 
chaleur  et  d'électricité  sera  déterminé  par 

ÔQ         pôs      u*+v2+w2  . 

et  ~    dt~^       x      '  K } 
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De  plus,  en  faisant  abstraction   de  l'électricité  pro- 
duite par  induction  nous  avons  en  vertu  de  la  loi  d'Ohm 

dP  dP  ÔP 


de  (  du   ,   dv    ,   dw  \ 

dt  = 


et  aussi  l'équation  de  Kirchhoff 

(du      dv       dw\  ,_. 

\6x^~ôy    '    dz)'  (  ' 

Par  conséquent  nous  aurons 

60  n/du  ,   dv  ,   ôw\       /    dP  ,       dP  ,        dP\ 

liï=-P{Tx  +  Fy  +  Jzr\UJÏ+VJÏ+W-dï) 


d'où  l'on  déduira 


ÔQ  (d(uP)      d(vP)      d(tvP)\ 

~dt  \    dx    "^     dy    "*"     dz    )'  w 

Si  la  propagation  de  l'électricité  fait  naître  des  forces 
électromotrices  (thermoélectriques)  dans  l'intérieur  du 
corps,  ni  la  loi  de  Joule  ni  celle  d'Ohm  ne  s'appliqueront 
à  ces  éléments.  Toutefois  il  semble  que  la  dernière  équa- 
tion conserve  sa  validité  même  dans  ce  cas,  car  elle 
concorde  avec  le  fait  qu'un  courant  constant,  qui  par 
une  section  droite  du  conducteur  passe  d'une  tension 
électrique  moindre  à  une  tension  plus  grande,  produira 
une  absorption  de  chaleur  proportionnelle  à  l'intensité 
çlu  courant  et  à  l'accroissement  de  la  tension. 

Nous  faisons  pourtant  ici  abstraction  des  courants 
thermoélectriques  qui  peuvent  être  produits  dans  l'inté- 
rieur du  corps,  et  nous  obtiendrons  alors,  en  vertu  de  la 
dernière  équation  au  moyen  des  équation  (4), 

et      dx  \    Sx  r  dy  \   dy  1     8z  \    dz  /'     y  ' 
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Si  l'on  compare  cette  équation  avec  l'équation  (2), 
on  reconnaîtra  que  les  lois  de  la  propagation  de  l'énergie 
par  la  conduction  électrique  et  par  la  conduction  de  la 
chaleur  ont  absolument  la  même  forme;  la  tension  po- 
sitive ou  négative  et  la  température  comptée  à  partir 
du  zéro  absolu  se  correspondront  l'une  à  l'autre  et 
seront  mesurées  par  les  mêmes  unités,  si  l'on  choi- 
sit la  mesure  absolue  du  centigrade  proposée  ici.  Un 
corps  recevra  en  vertu  de  ces  équations  le  même  ac- 
croissement d'énergie  dans  chaque  élément  de  volumen, 
qu'il  ne  soit  pas  électrisé  et  qu'il  ait  des  températures 
différentes  en  des  différentes  parties,  ou  qu'il  soit  échauffé 
uniformément,  et  qu'il  ait  une  tension  électrique  -\-P, 
dont  la  valeur  numérique  soit  dans  chaque  point  égale 
à  T.  Ici  on  suppose  pourtant  que  x  ait  dans  les  deux 
cas  invariablement  la  même  valeur,  ce  qui  n'a  lieu 
qu'approximativement.  Dans  l'instant  qui  suit,  les  deux 
cas  différeront  essentiellement ,  car  l'accroissement  de 
l'énergie  du  corps  électrisé  se  présentera  alors  sous 
forme  de  chaleur  et  non  de  tension  électrique. 

Pour  cette  raison  l'équation  (7)  n'exprime  pas  la 
loi  de  la  propagation  de  l'électricité,  mais  seulement 
l'accroissement  de  l'énergie,  tandis  qu'au  contraire,  comme 
nous  l'avons  reconnu,  la  loi  de  la  propagation  de  la  cha- 
leur est  exprimée  par  l'équation  (2)  seule.  Si  l'électricité 
parcourt  d'un  mouvement  permanent  et  sans  interruption 
un  corps  —  et  c'est  le  seul  cas  qui  puisse  être  traité  ici, 
parce  que  nous  faisons  abstraction  des  courants  induits  — 
la  quantité  d'électricité  sera  toujours  la  même,  et  l'équa- 
tion (5)  donnera 

du      ôv       div 
ôx  '   dy       dz  ' 
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équatiou  qui,    combinée  avec  les  équations  (4)  donnera 

Ll  d2\jL.Ll  ô-1\jlJL(  ?E\  _0       ,~ 

ôx\Xdx)    ■    dy\Xdy)^dz\X  dz)  '  K) 


C'est  donc  cette  équation  qui,  combinée  avec  les 
conditions  aux  limites,  détermine  la  tension  électrique 

On  suppose  ici  que  le  mouvement  de  l'électricité 
est  permanent,  et  on  doit  donc,  pour  réaliser  complète- 
ment ce  cas,  dériver  la  chaleur  développée*,  car  c'est  *  note  3. 
seulement  sous  cette  forme  que  l'accroissement  de  l'énergie 
se  présente  ici.  Pour  pousser  à  bout  l'analogie  de  la 
tension  électrique  et  de  la  température,  il  faut  admettre 
que  les  suppositions  analogues  ont  lieu  dans  le  cas  du 
mouvement  de  la  chaleur.  Que  ces  suppositions  ne  puis- 
sent  avoir  lieu  dans  la  réalité  est  ici  sans  conséquence. 

Nous  faisons  donc  l'hypothèse  d'un  corps,  dans 
lequel  le  mouvement  de  la  chaleur  est  permanent,  et 
dans  lequel  toute  l'énergie,  que  peut  produire  la  chaleur 
sous  forme  de  travail  en  passant  d'une  température  à 
une  température  plus  basse,  est  dérivée  de  chaque  point 
du  corps  et  de  cette  manière  ne  se  présente  plus  sous 
forme  de  chaleur. 

Si  la  quantité  de  chaleur  W  à  la  température  ab- 
solue T  est  dans  chaque  seconde  continuellement  com- 
muniquée au  corps  et  si  l'on  dérive  en  même  temps  la 
quantité  de  chaleur  Wl  à  une  température  Tv  la  tempé- 
rature ne  variera  pas,  si  toute  la  différence  W—  Wx  est 
transformée  en  travail,  et,  d'après  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur,  on  obtiendra  tout  le  travail  que  peut  pro- 
duire W  en  passant  de  la  température  T  à  la  tempéra- 
ture J\  si  l'on  a 

W         Wx 

Tpr  =  -yp-  •  (y) 

1 
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Si  l'on  pose,  pour  les  trois  faces  contigues  d'un 
parallélépipède  rectangulaire  infiniment  petit, 

W 

-fjr  =  $dydz  -f-  7)dxdz  -\-  Çdxdy , 

on  aura  pour  les  trois  autres  faces 

et  l'équation  (9)  donnera  alons 

Sx dy '      ôz  ^     ' 

Ici    Tçdydz   est   la    quantité    de    chaleur    qui   dans 

l'unité  de  temps  a  traversé  la  surface  dydz;    mais  elle 

ôT 
est  aussi  exprimée  par  —  k  -K-dy  dz,  si  k  est  la  conduc- 
tibilité calorifique;   par  conséquent  on  aura 

J^dT_  ÔT 

*  ~        T6x~       x  Ôx  ' 

et  de  la  même  manière 

ÔT      „  ÔT 

'  oy  dz 

Ces  équations  doivent  être  combinées  avec  l'équa- 
tion (10),  ce  qui  donne 

TxVJxj+TyVfyj+TzVte)^0-       (11) 

De  cette  manière  nous  reconnaîtrons,  que  dans  le 
cas  hypothétique  du  mouvement  particulier  de  la  chaleur 
considéré  ici,  où  les  suppositions  sont  choisies  en  com- 
plète analogie  avec  les  conditions  effectivement  réalisées 
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par  le  mouvement  permanent  de  l'électricité,  la  tempéra- 
ture sera  déterminée  par  la  même  équation  différentielle 
(11)  que  la  tension  électrique  (8). 

Le  mouvement  permanent  de  l'électricité  à  travers 
un  corps  produit  de  la  chaleur,  qui  finalement  prendra 
elle  même  un  mouvement  permanent,  si  elle  est  conti- 
nuellement dérivée  de  la  même  manière.  L'accroissement 
de  l'énergie,  dû  en  même  temps  aux  mouvements  de 
l'électricité  et  de  la  chaleur ,  s'évanouira  alors  dans 
chaque  élément  du  corps,  et  l'on  obtiendra,  en  vertu  des 
équations  (2)  et  (7) 

d(p*+r)\  ,  d(xd(i*+F)\  ,  g//(P2+ra)\      0i  (12) 


dx       )    '  dy\  dy        J  '   dz  \  ôz 

équation  qui,  combinée  avec  les  équations  (8),  déterminera 
en  même  temps  la  tension  électrique  P  et  la  tempéra- 
ture absolue  P,  si  les  mouvements  de  l'électricité  et  de 
la  chaleur  sont  tous  deux  devenus  permanents. 

Si  l'électricité  est  conduite  par  une  corps  de  telle 
manière  qu'elle  conserve  toujours  la  même  tension  P0 
sur  une  petite  partie  <r0  de  sa  surface  et  la  tension  Px 
sur  une  autre  petite  partie  ox  et  si  l'on  conserve  en 
même  temps  à  ces  deux  surfaces  la  même  température 
T0l  le  reste  de  la  surface  étant  entouré  de  corps  com- 
plètement mauvais  conducteurs  de  l'électricité  ou  de  la 
chaleur,  on  obtiendra  finalement  un  mouvement  perma- 
nent de  l'électricité  et  de  la  chaleur,  où  l'électricité  pro- 
duira la  même  quantité  de  chaleur  que  celle  qui  est 
dérivée  par  les  surfaces  <j0  et  ax. 

Si  l'on  pose 

P2+  T2+AP+ B  =  0,  (13) 
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A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires,    on    obtiendra 
au  moyen  des  équations  (12)  et  (8) 


Ô0\         ô  (    Ô0\         ô   !     Ô0\ 


Puis  les  deux  constantes  A  et  B  seront  déterminées 
de  manière  qu'on  ait  0  =  0  sur  les  deux  surfaces  a0 
et  <y1,  ce  qu'on  obtiendra  en  posant 

Pl+Tl  +  AP,  +  B  =  0 
Pl+Tl+A^  +  B  =  0. 

Si  l'on  se  sert  des  deux  valeurs  de  A  et  de  B  dé- 
duites de  ces  équations,  savoir 

A  =  -(K+PJ,      B  =  F.P.-T:,  (15) 

on  aura  pour  tous  les  points  du  corps 

0  =  0,  (16) 

par  où  l'on  satisfait  tant  à  l'équation  (14)  qu'aux  con- 
ditions pour  les  limites  aQ  et  <rx,  les  conditions  aux  li- 
mites sur  tout  le  reste  de  la  surface,  où  x  =  0,  étant 
remplies  par  une  valeur  arbitraire  de  0,  et  par  consé- 
quent aussi  par  la  valeur  admise.  Des  équations  (13), 
(15)  et  (16)  on  peut  déduire 

rr-Ti  =  {p-p)(p-pi).  (i7) 

Par  conséquent  si  un  courant  électrique  constant 
est  conduit  pendant  un  temps  suffisamment  long,  par 
un  conducteur  d'une  forme  quelconque  entouré  de  corps 
très  mauvais  conducteurs  de  chaleur,  et  si  la  tem- 
pérature des  deux  surfaces,  par  lesquelles  le  courant 
arrive  au  corps,  est  la  même  et  constante,  la  température 
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du  chaque  point  du  conducteur  peut  être  calculée  par 
les  différences  de  tension  électrique  du  point  considéré 
et  de  ces  deux  surfaces.  Inversement  le  résultat  trouvé 
peut  servir  à  la  détermination  expérimentale  du  centi- 
grade en  unités  absolues. 

L'élévation  de  température ,  due  au  courant  élec- 
trique, est  T--T0.     Or  on  a 

T2—  T20>{T—  T0)\ 

et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  dernière  équation, 

(T-T0f<(P-P)(P-P1). 

Comme  le  second  membre  a  sa  plus  grande  valeur 
pour  2P  =  PqA-P^  on  aura,  si  P0  est  supposé  plus 
grand  que  Px, 

T-T0<^=^.  (18) 

Il  résulte  de  là  que  la  plus  grande  élévation  de  tempé- 
rature, qui  puisse  être  produite  en  un  point  du  conduc- 
teur, est  toujours  numériquement  plus  petite  que  la  demi- 
différence  des  tensions  électriques  dans  les  deux  surfaces 
par  lesquelles  entre  l'électricité.  Elle  serait  précisément 
égale  à  cette  demi-différence,  si  l'on  pouvait  refroidir  les 
surfaces  jusqu'au  zéro  absolu,  savoir  pour  T0  =  0.  La 
différence  de  tension  électrique  et  la  plus  grande  éléva- 
tion de  température  qu'on  peut  produire  ainsi  sont  donc 
intimement  liées. 

Pour  cette  raison  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  cal- 
culer la  différence  de  tension  électrique  par  exemple  des 
pôles  d'un  élément  galvanique,  c'est-à-dire  la  force  élec- 
tromotrice de  l'élément,  en  centigrades,  de  manière  à 
exprimer  par  là  la  plus  grande  élévation  de  température, 
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que  puisse  produire  cette  différence  de  tension.  La  force 
d'un  élément  de  Daniell  est  à  peu  près  12  •  1010  unités 
absolues;  la  moitié  de  la  différence  de  tension  électrique 
des  pôles,  ou  ce  qu'on  pourrait  appeler  la  tension  positive 
de  l'élément  est  par  conséquent  6-1010  unités  absolues 
(la  tension  négative  ayant  la  même  valeur),  ou  2780e  G., 
(1°G.  étant  égal  à  216- 105). 

En  conséquence  c'est  la  plus  grande  différence  de 
température,  que  l'élément  puisse  produire  dans  un  con- 
ducteur par  un  courant  constant,  si  l'on  conserve  la 
température  de  l'élément  constante.  En  réalité  cette 
élévation  de  température  n'aurait  lieu  que  si  l'on  pou- 
vait refroidir  l'élément  ou  ses  pôles  jusqu'au  zéro  ab- 
solu; si  l'on  fait  la  supposition  qu'ils  ont  une  tempé- 
rature de  20°  G.  au-dessus  du  point  de  congélation  de 
l'eau,  on  trouvera  au  moyen  de  l'équation  (17)  que  le 
plus  grande  élévation  de  température  est  2502°  C. 

Dans  un  élément  thermoélectrique  à  pyrite  de  cuivre 
et  cuivre,  qu'a  observé  Bunsen*,  la  force  électromotrice 
était  presque  ^  de  celle  d'un  élément  de  Daniell,  et  par 
conséquent  la  tension  positive  environ  278°  G.,  quand  une 
soudure  était  échauffée  au  point  de  fusion  de  l'étain  et 
l'autre  à  60°  (environ)  au-dessus  du  point  de  congélation 
de  l'eau.  En  réalité  la  plus  grande  élévation  de  la 
température  calculée  comme  ci-dessus  serait  à  peu  près 
111°  G. 

On  ne  peut  pourtant  pas  conclure  de  là  que,  par 
exemple,  ce  dernier  élément  ne  pourrait  pas  produire  une 
étincelle  et  par  conséquent  un  échauffement  beaucoup 
plus  grand  par  l'interruption  du  conducteur;  au  contraire 


Pogg.Ann.,  t.  GXXIII.  p.  505. 
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je  suis   convaincu  que   cela   est  possible.      Pour  mettre 
en  évidence  la  facilité  remarquable  avec  laquelle  se  for- 
ment   les    étincelles    électriques    par    l'interruption    d'un 
conducteur,  je  citerai  l'expérience  suivante.     Un  courant 
électrique,  dont  l'intensité  en  mesures  absolues  était  20, 
fut  conduit   par  un   fil   de  cuivre  épais  de  lmm.     Il  était 
en  communication  avec  une  tranchant  d'acier  coupant,  au 
moyen   duquel   on  traçait  très  rapidement  des  trachures 
sur  une  autre  portion  du  fil.     Dans  l'obscurité  complète 
on  pouvait  encore  observer  une  lueur  entre  le  tranchant 
d'acier  et  le  fil  de  cuivre,    quand   la  distance   entre  les 
deux  points  qui  furent  réunis  n'était  que  400mm.    La  faci- 
lité avec  laquelle  se  forme  une  étincelle  par  l'interruption 
du  courant  ne  prouve. pas  autre  chose,  sinon  qu'ici  l'in- 
duction joue  un  rôle  essentiel. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Le  mémoire  n'est  que  cité  dans  les  „Fort- 
schritte  der  Physik",  t.  28  et  29. 

NOTE  2.  L'écart  entre  les  résultats  de  Lorenz  et 
ceux  de  Weber  ou  de  la  British  association  ne  peut  pas 
être  expliqué  de  cette  manière.  Car  d'après  les  expé- 
riences directes  ultérieures,  la  valeur  de  S  doit  encore 
être  diminuée.     Voir  les  deux  mémoires  suivants. 

NOTE  3.  Dans  le  cas  contraire  la  conductibilité 
électrique  varierait. 


LA  RESISTANCE  ELECTRIQUE  DU  MERCURE 

EN  MESUEES  ABSOLUES. 


LA  RESISTANCE  ELECTRIQUE  DU  MERCURE 
EN  MESURES  ABSOLUES. 

VIDENSK.  SELSK.  OVERS.  1873.   P.  67-84. 

POGG.ANN.  CXLIX.    P.  251-269.*  *  NOTE  1. 

Jjes  déterminations  de  la  résistance  spécifique  de  la 
conductibilité  électrique  du  mercure  en  mesures  absolues, 
faites  par  Weber*,  par  la  commission  nommée  par  la 
British  association**  et  récemment  par  Kohlrausch***, 
n'ont  donné  que  des  résultats  assez  discordants,  non- 
obstant le  grand  soin  qu'on  a  mis  à  faire  les  mesures. 
On  s'est  servi  pour  ces  mesures  de  plusieurs  procédés 
différents  indiqués  par  Weber;  mais  ces  procédés  ont 
pourtant  tous  ceci  de  commun,  qu'ils  reposent  sur  l'appli- 
cation des  courants  induits  à  intensité  variable.  Gomme 
j'ai  soupçonné  que  cette  circonstance  était  précisément 
la  raison  de  ces  écarts  assez  mystérieux,  et  comme,  de 
plus,  l'exécution  des  mesures  qu'exigent  ces  méthodes 
présente  des  difficultés  considérables,  j'ai  cherché  à  imaginer 
une  méthode  nouvelle,  où  l'on  n'eût  besoin  que  d'une 
force  électromotrice  constante  sans  courant,  et  où  la 
détermination  de  la  résistance  de  conduction,  qui,  en 
mesures  électromagnétiques  absolues,  est  une  vitesse 
CsecTiid?)  ft^  auss^  dans  l'exécution  pratique  de  l'expé- 
rience, ramenée  à  la  mesure  d'une  seule  vitesse. 

*  Abh.  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Gôttingen,  1862. 
**  Rep.  of  the  Brit.  Ass.  1863,  1864. 
***  Nachr.  von  d.  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Gôttingen  1870. 
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L'appareil  que  j'ai  fait  construire  a  été  exécuté  dans 
l'atelier  mécanique  du  professeur  Jûnger.  Il  est  répré- 
senté dans  la  figure  ci-dessous. 


Un  pisque  de  laiton  A,  de  200mm  de  diamètre,  est 
attaché  au  bont  d'un  axe  B,  très  mobile,  qui  est  mis  en 
communication  avec  un  autre  axe,  muni  d'une  manivelle, 
au  moyen  d'une  roue  d'engrenage  et  d'un  pignon.  A 
chaque  axe  est  attaché  un  disque  épais  de  laiton  qui 
sert  comme  roue  volante.  Le  disque  A  se  meut  dans 
l'intérieur  d'un  anneau  d'acajou,  dont  le  diamètre  inté- 
rieur est  juste  assez  grand  pour  permettre  la  rotation  libre 
du  disque.  L'anneau,  attaché  à  un  support  mobile  1),  peut 
être  déplacé  dans  la  direction  de  l'axe:  il  est  entouré 
de  couches  très  régulières  d'un  fil  de  cuivre,  épais  d'un 
millimètre  et  recouvert  d'une  double  enveloppe  de  fils 
de  soie.  Le  support  D,  qui  permet  de  le  déplacer,  porte 
de  plus  un  montant  avec  un  mince  bâton  de  laiton  qui 
peut  être  déplacé,  et  dont  le  bout  amalgamé  et  pointu 
peut  être  pressé  contre  le  centre  du  disque  tournant,  ce 
qui  établit  une  communication  conductive  entre  le  disque 
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et  la  vis  de  pression  g.  Une  autre  vis  de  pression  située 
dans  le  voisinage  de  la  première  est  mise  au  moyen 
d'un  fil  en  communication  conductive  avec  un  ressort 
mince  de  laiton  f  qui  traverse  la  surface  intérieure  de 
l'anneau  et  qui  est  pressé  légèrement  contre  la  circon- 
férence du  disque  tournant.  Deux  autres  vis  de  pres- 
sion h  sont  en  communication  avec  les  deux  bouts  du 
fil  qui  entoure  l'anneau. 

Si  un  courant  électrique  est  conduit  par  la  bobine, 
et  si  l'on  fait  tourner  le  disque ,  une  différence  de  ten- 
sion électrique  se  produira  par  induction  entre  la  circon- 
férence et  le  centre  du  disque,  et,  s'ils  sont  mis  en 
communication  avec  un  multiplicateur  au  moyen  d'une 
vis  de  pression,  on  observera  une  déviation  de  l'aiguille. 
On  fait  passer  le  courant  primaire  par  le  conducteur 
dont  on  veut  déterminer  la  résistance,  par  exemple  par 
une  colonne  de  mercure  contenue  dans  un  tube  cylin- 
drique de  verre  et  qui  en  deux  points  est  dérivée  par 
deux  fils  minces  de  platine,  noyés  dans  la  paroi  du  tube 
de  verre.  Ces  deux  fils  sont  reliés  au  conducteur  qui 
est  en  communication  avec  le  multiplicateur  et  le  disque 
tournant,  de  manière  que  le  courant  dérivé  du  courant 
primitif,  aussi  bien  que  le  courant  induit  par  la  rotation 
du  disque,  arrivent  par  le  même  conducteur  au  multiplica- 
teur. Or  on  fait  tourner  le  disque  dans  sens  tel  que 
ces  deux  courants  deviennent  opposés,  et,  en  disposant 
convenablement  de  la  vitesse  de  rotation,  on  peut  faire 
qu'ils  se  détruisent  mutuellement,  de  manière  que  l'ai- 
guille du  multiplicateur  revienne  au  zéro.  La  vitesse  de 
rotation  ainsi  trouvée  donnera,  à  un  facteur  constant 
près,  dépendant  de  l'appareil,  la  résistance  de  la  colonne 
de  mercure  comprise  entre  les  deux  fils   de   platine,    et 
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cette  résistance  sera  évaluée  en  mesures  absolues.  En 
réalité,  si  iv  est  cette  résistance  et  si  s  est  l'intensité  du 
courant  primitif,  la  différence  des  tensions  électriques 
des  deux  fils  est  dans  l'expérience  en  question  sw. 

Si  de  plus  P  est  la  constante  de  l'appareil,  c'est-à- 
dire  la  différence  des  tensions  électriques  du  centre  du 
disque  et  de  sa  circonférence  quand  l'intensité  du  cou- 
rant primitif  est  l'unité,  et  si  l'on  fait  tourner  le  disque 
avec  la  vitesse  uniforme  d'une  rotation  par  seconde, 
Psn  sera  la  différence  de  tension  induite  dans  l'expé- 
rience par  n  rotations  en  chaque  seconde.  On  aura, 
par  conséquent,  si  la  déviation  du  multiplicateur  est 
nulle,  sw  =  Psn.  d'où  w  ==  Pn.  La  résistance  cherchée 
est  donc  indépendante  de  l'intensité  du  courant  primitif, 
et  les  mesures  sont  pour  cette  raison  réduites  à  la  déter- 
mination de  la  constante  P  de  l'appareil,  qu'on  fait  une 
fois  pour  toutes,  et  à  la  détermination  du  nombre  des 
rotations  par  seconde  pour  chaque  résistance  à  mesurer. 

J'avais  primitivement  l'intention  de  mesurer  la  vitesse 
de  rotation  du  disque  à  l'aide  d'un  appareil  électrique 
construit  à  cet  effet;  mais  les  expériences  préliminaires 
montrèrent  immédiatement  qu'on  pouvait  obtenir  une 
précision  inattendue  en  faisant  simplement  tourner  le 
disque  avec  la  main  et  en  comptant  les  rotations  de  la 
manivelle,  pendant  que  le  temps  était  indiqué  par  les 
coups  d'une  pendule  battant  la  minute.  Avec  quelque 
exercice  j'ai  rapidement  réduit  les  erreurs  accidentelles 
sur  la  détermination  du  nombre  des  rotations  à  ne  pas 
dépasser  0.2  pour  cent,  exactitude  qui  me  semble  suf- 
fisante. 

Le  disque  tournant  était,  dans  les  expériences  que 
je  citerai,  placé  au  milieu  de  la  bobine.     Gomme  source 
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de  courant  on  s'est  servi  en  général  de  quatre  éléments  de 
Bunsen;  le  courant  d'un  seul  élément  à  bichromate  de  kali 
suffit  pourtant.  L'emploi  de  courants  dont  les  intensités 
différaient  n'a  donné  aucune  différence  dans  les  résultats, 
et  la  précision  a  été  presque  invariable,  même  quand 
on  s'est  servi  de  courants  plus  faibles.  Le  multiplicateur 
n'avait  que  peu  de  tours  et  était  muni  d'une  aiguille 
double,  dont  la  sensibilitité  était  augmentée  par  la  présence 
d'un  aimant  à  quelque  distance  du  multiplicateur.  La 
position  de  l'aiguille  fut  observée  à  l'aide  d'un  miroir 
fixe,  placé  au  dessus  de  l'aiguille,  et  d'une  lunette  placée 
à  l'endroit  où  se  trouvait  l'appareil  de  rotation.  Celui-ci 
était  éloigné  de  trois  à  quatre  mètres  du  multiplicateur 
et  sa  position  était  telle,  qu'un  courant  d'une  grande 
intensité  qui  passait  par  la  bobine  ne  produisait  aucune 
action  perceptible  sur  l'aiguille  du  multiplicateur. 

Dans  les  expériences  que  j'ai  faites,  le  courant  dérivé 
du  courant  primitif  a  produit  une  déviation  de  l'aiguille 
du  multiplicateur  de  40°  à  60°.  Je  faisais  tourner  l'ap- 
pareil avec  une  main,  pendant  que  j'observais  les  mouve- 
ments de  l'aiguille  du  multiplicateur,  en  m'attachant  à 
produire  une  vitesse  de  rotation  telle  que  l'aiguille  restât 
toujours  au  zéro;  la  plus  légère  irrégularité  dans  la  rota- 
tion faisait  passer  l'aguille  d'un  côté  à  l'autre  du  zéro; 
mais  avec  un  peu  d'exercice  on  arrivait  facilement  à 
une  régularité  telle,  que  l'aiguille  fût  presque  immobile 
pendant  toute  la  durée  de  l'expérience. 

Par  la  rotation  du  disque  il  se  produisait  un  cou- 
rant thermoélectrique,  qu'on  pouvait  facilement  observer 
en  interrompant  le  courant  primitif,  et  qui  déviait  l'ai- 
guille du  multiplicateur  d'un  degré  environ.  Pour  cette 
raison  on  déplaçait  le  zéro  du  multiplicateur  de  manière 
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que  l'aiguille  indiquât  dans  chaque  expérience  le  zéro, 
quand  on  avait  interrompu  le  courant  principal  en  con- 
tinuant à  faire  trourner  le  disque  avec  la  même  vitesse. 
Au  contraire  l'action  inductrice  du  magnétisme  terrestre 
sur  le  disque  tournant  était  tellement  faible,  qu'elle  ne 
pouvait  pas  être  manifestée  par  le  multiplicateur. 

Pour  pouvoir  en  tout  cas  éliminer  par  les  expé- 
riences elles  mêmes  l'influence  des  différentes  sources 
d''  reurs,  sur  le  résultat  final,  à  savoir  i  influence  im- 
médiate de  la  bobine  sur  le  multiplicateur,  des  courants 
thermoélectriques  et  des  forces  inductrices  du  magné- 
tisme terrestre,  toutes  les  expériences  ont  été  faites  de 
la  manière  suivante.  Après  avoir  fait  tourner  le  disque, 
et  avoir  atteint  la  vitesse  pour  laquelle  l'aiguille  du  mu! 
tiplicateur  indiquait  continuellement  le  zéro,  on  a  com- 
mencé à  compter  les  rotations  de  la  manivelle  ù  partir 
d'un  coup  de  minute  de  la  pendule.  Dans  chaque  mi- 
nute suivante,  on  a  observé  le  nombre  entier  le  plus 
voisin  du  nombre  des  rotations  en  partant  de  zéro  ;  puis, 
après  avoir  laisse  s'écoïUer  deux  ou  trois  minutes,  on  a 
changé  le  sens  du  courant  au  moyen  dïin  commutateur, 
en  continuant  sans  interruption  à  tourner  et  à  compter 
les  tours,  pendant  deux  ou  trois  minutes.  Au  dernier 
coup  de  minute,  on  a  supputé  approximativement  la 
fraction  de  la  rotation  inachevée.  Puis  on  a  un  moment 
interrompu  la  rotation;  les  tils  conducteurs  du  multi- 
plicateur ont  été  échangés,  de  manière  que  la  dévia- 
tion de  l'aiguille  devîrJ  égale  et  contraire  à  ce  qu'elle 
était  auparavant;  le  multiplicateur  fut  de  nouveau  réglé 
en  faisant  tourner  le  disque  pendant  que  le  courant 
primitif  était  interrompu,  et  l'expérience  fut  répétée  de 
la  même  manière  que  ci-dessus. 
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Toutes  les  mesures  de  longueurs  ont  été  faites  avec 
un  cathétomêtre ,  dont  j'avais  muni  la  lunette  de  deux 
>bj  'ifs  achromatiques,  pour  pouvoir  placer  l'objet  à 
;urei  assez  près  de  la  lunette  (150mm  à  200mm).  De 
cette  manière  j'ai  atteint  une  exactitude  plus  grande  que 
celle  qu'on  peut  obtenir  dans  les  mesures  faites  avec 
les  cathétomètres  ordinaires  à  des  distances  plus  grandes, 
et  je  pouvais,  en  toute  sûreté,  mesurer  même  des  lon- 
gueurs très  grandes  avec  une  exactitude  de  ^mm. 

En  premier  lieu,  on  a  mesuré  les  dimensions  du 
disque  et  de  l'anneau;  puis  on  a,  au  moyen  d'un  tour, 
enveloppé  l'anneau  avec  le  fil  de  cuivre  (484  tours;  16 
couches);  ensuite  cette  bobine  intérieure",  a  été  enve- 
loppée de  la  même  manière,  après  qu'on  eût  mesuré 
son  diamètre,  de  410  tours  de  fil  de  cuivre  en  14  cou- 
ches.    Les  mesures  ont  donné  les  résultats  suivants: 

épaisseur  du  disque 3mm,40 

diamètre  du  disque 200mm,oo 

diamètre  intérieur  des  tours  de  fil  205mm,78 
diamètre  de  la  bobine  intérieure  237mm,6 
diamètre  de  la  bobine  complète  266mm,0 
largeur  des  tours 36mm,5. 

De  ces  nombres  on  déduit,  par  un  calcul  qui  sera 
détaillé  plus  loin,  la  valeur  de  la  constante  de  l'appareil, 
qui  pour  la  bobine  intérieure  était 

1,3433-  106, 

et  pour  la  bobine  complète 

2,2115  •  106. 

Les  mesures  faites  avec  cet  appareil  ont  avant  tout 
eu  pour  but  de  déterminer  la  résistance  de  conductibilité 
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du  mercure.  Gomme  réservoirs  du  mercure  ou  s'est 
servi  de  tubes  de  verre,  rectilignes  et  cylindriques  et 
dont  l'un  des  bouts  était  fermé.  Trois  fils  de  platine 
étaient  noyés  dans  les  parois  des  tubes,  l'un  près  du 
bout  fermé  et  les  deux  autres,  dont  l'épaisseur  n'était 
que  de  0mm,20,  à  une  distance  du  fond  d'environ  J  et 
|  de  la  longueur  du  tube.  Us  ne  s'étendaient  quà  la 
paroi  intérieure  du  tube  de  verre.  Le  mercure  était 
purifié  par  l'acide  nitrique  dilué ,  dans  lequel  il  était 
resté  plongé  pendant  un  laps  de  temps  considérable,  et 
j'ai  trouvé  que  son  poids  spécifique  à  5°,3  G.  était  13,586, 
ce  qui  correspond  à  13,598  à  0°  G.,  par  conséquent 
presque  exactement  le  nombre  de  Regnault. 

Le  calibrage  a  été  fait  de  la  manière  suivante. 
Après  avoir  rempli  le  tube  avec  du  mercure  jusqu'au 
fil  supérieur  de  platine,  et  après  avoir  fait  disparaître 
toutes  bulles  d'air  en  secouant  le  tube  pendant  que  l'air 
était  aspiré  par  une  machine  pneumatique  à  mercure,  on 
a  placé  le  tube  verticalement  sur  une  base  solide  et 
mesuré  la  hauteur  au  cathétomètre.  Puis  on  a  enlevé 
une  petite  partie  du  mercure  au  moyen  d'un  tube  recti- 
ligne  dont  on  s'est  servi  comme  d'un  siphon  simple. 
Le  mercure  enlevé  a  été  versé  dans  un  verre  et  pesé. 
La  hauteur  du  mercure  fut  mesurée ,  une  nouvelle 
quantité  fut  enlevée  et  pesée  avec  la  précédente,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  la  surface  du  mercure  eût 
atteint  le  second  fil  de  platine.  Pour  le  tube  n°  1  on  a 
trouvé  de  cette  manière: 
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h 

V 

Ah 

mm 

gr- 

âp 

152,91 

Tl 

V 

149,18 

2,938 

1 ,2696 

144,55 

6,355 

1,3550 

137,89 

11,317 

1 ,3422 

130,30 

16,980 

1 ,3403 

119,42 

25,073 

1,3444 

108,7? 

33,010 

1,3418 

96,60 

42,080 

1,3418 

83,28 

51,992 

1,3438 

72,04 

60,356 

1 ,3439 

60,60 

68,848 

1 ,3471 

54,61 

73,303 

1,3445 

52,15 

75,113 

1,3591 

49,42 

77,278 

1,2610 

Ici  h  désigne  les  hauteurs  mesurées,  p  les  poids  de 
tout  le  mercure  enlevé,  Jh  la  différence  de  deux  hau- 
teurs consécutives  et  Ap  la  différence  correspondante  des 
poids.  Les  milieux  des  deux  fils  minces  de  platine  se 
trouvaient,  à  leur  insertion  dans  le  tube  à  151mm,i8  et 
49mm,02;  leur  distance  était  donc  102mm,i6. 

La  température  du  mercure  était  8°,80  G.  Par  ces 
mesures  on  trouve  que  la  résistance  de  la  colonne  de 
mercure  comprise  entre  les  deux  fils  de  platine  était  à. 
0°C.  égale  à 

0,0018587    U.  M, 

où  U+  M.  désigne  l'unité  de  mercure  introduite  par 
Siemens,  savoir  la  résistance  d'une  colonne  de  mercure 
dont  la  longueur  est  d'un  mètre  et  dont  la  section  trans- 
versale est  d'un  millimètre  carré  à  0°  G. 

De  la  même  manière  on  a  trouvé  pour  le  iube 
n°  2  que  la  distance  des  deux  fils  de  platine  était 
102mm,54  et  la  résistance 

0,0005826    U.  M , 
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et  pour  le  tube  n°  3  la  distance  156mm,06  et  la  résistance 

0,00079067    U.  M. 

Le  tube  n°  1  a  été  rempli  complètement  de  mer- 
cure, et  on  a  fait  disparaître  les  bulles  d'air  de  la  ma- 
nière dite  ci -dessus.  Puis  il  a  été  intercalé  au  moyen 
des  deux  fils  de  platine,  l'un  noyé  dans  le  fond  du 
tube,  l'autre  appliqué  au  bout  ouvert,  dans  un  conduit 
fermé  d'un  courant  l'orme  par  quatre  éléments  de 
Bunsen,  un  commutateur  et  la  bobine  complète  de  l'ap- 
pareil. Les  deux  fils  de  dérivation  du  tube  furent 
mis  en  communication  avec  le  disque  de  l'appareil  et 
avec  le  multiplicateur,  dont  l'aiguille  indiqua  une  dévia- 
tion de  57°,5,  avant  qu'on  eût  fait  tourner  le  disque. 
Le  résultat  de  l'expérience  faite  de  la  manière  indiquée 
ci-dessus  était,  pour  une  rotation  continue  de  quatre 
minutes,  précisément  117  rotations  de  la  manivelle  par 
minute;  et,  après  avoir  permuté  les  fils  conducteurs  du 
multiplicateur,  on  a  obtenu  le  même  résultat.  La  tempé- 
rature du  mercure  était  6°,84  G.  Dans  une  autre  ex- 
périence, qui  a  donné  exactement  le  même  résultat,  la 
température  du  mercure  était  6°, 40  G.  ;  la  moyenne  de 
ces  deux  températures  est  6°,62  G. 

A  chaque  rotation  de  la  manivelle  correspondaient 
quatre  rotations  du  disque.  La  pendule  n'indiquait  pas 
précisément  le  temps  moyen;  car  entre  deux  battements 
de  minute  ne  s'écoulèrent  que  59,185  secondes.  Le 
nombre  de  rotations  du  disque  dans  la  seconde  était 
donc  dans  l'expérience  citée 

4-117        -     H 

— -=  7,9074, 

59,185 


97 


d'où  l'on  déduit,  en  multipliant  ce  nombre  par  la  con- 
stante correspondante  à  la  bobine  complète  (2,2115 .  106), 
que   la  résistance   du   mercure   en   unités  absolues  est  à 

6°,62  G. 

17,487  .  106. 

Pour  réduire  cette  résistance  à  0°,  il  faut:  la  multiplier 
par  le  binôme  1 — 0,00075  £,  où  t  =  6,62.  De  plus  si  l'on 
désigne    1010   unités   absolues   de   résistance  (""  imetre)  par 

c  \   seconde  /    l 

U.  0.  (unité  d'Ohm),  on  obtiendra 

0,0018587  U.  M.   =  0,0017400  U.  O. 

Il  s'ensuit  que 

1    U.  M .  =  0,9362    U.  O. 

Pour  le  tube  numéro  2  on  a  trouvé,  quand  on  avait 

intercalé   seulement  la   bobine   intérieure  dans  le  circuit 

principal 

60,  60,  61  |  60,  60,  61 

rotations  de  la  manivelle  par  un  dénombrement  continué 
pendant  6  minutes,  au  cours  duquel  on  a  commuté  le 
courant  primitif  au  bout  de  trois  minutes;  puis,  après 
avoir  échangé  les  fils  conducteurs  du  multiplicateur, 

60,  61,  60  |  60,  61,  60. 

La  température  du  mercure  était  9°,l  G.  On  en 
déduit  par  un  calcul  analogue  à  celui  qu'on  a  fait  ci- 
dessus,    comme  la  constante  de  la  bobine  intérieure  est 

1,3433  •  106, 

1  U.  M.   =  0,9338  U.  O. 

Pour  le  même  tube  en  relation  avec  la  bobine  com- 
plète, le  nombre  de  rotations  était 

ri.  7 
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36,  37,  36  |  37,  37,  36 
36,  36,  37  !  37,  37,  36| 

à  6°,60  G.,  d'où  l'on  déduit 

1  U.  M.   =   0,9339  U.  0. 

Les  expériences  faites  avec  le  tube  numéro  3  en 
relation  avec  la  seule  bobine  intérieure  ont  donné 

81,  81,  82  |  81,  82,  82 
81,  82,  81  !  81,  82,  82} 

rotations  à  5°, 22  G. ,    et  avec   le  même   tube  en  relation 
avec  la  bobine  complète 

49,  50,  50  |  49,  49,  50 
49,  50,  50  |  49,  49,  50 

rotations  à  la  même  température.    Les  résultats  calculés 
d'après  ces  données  sont  respectivement 

1  U.  M.   =   0,9324    U.  O. 
1  U.  M.   =  0,9320    U.  O. 

La  moyenne  des  cinq  expériences  est 

1    V.M.    =    0,9337     U.O., 

c'est-à-dire   que   l'unité  de  mercure  est  égale  à  0,9337 .  1010 
unités  absolues. 

J'ai  de  plus  cherché  à  déterminer  la  résistance  d'un 
étalon  de  résistance  de  Siemens,  qui  équivalait  à  une 
unité  de  mercure.  Mais  je  n'ai  pas  obtenu  une  grande 
précision  par  cette  détermination,  car  la  résistance  était 
trop  grande  pour  pouvoir  être  mesurée  directement 
par  mon  appareil ,  et  pour  cette  raison  je  ne  m'arrê- 
terai   pas    aux    détails    de    ces    recherches    dont    l'im- 
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portance  n'est  que  secondaire.  Pour  faire  la  comparaison, 
je  me  suis  servi  d'un  fil  de  cuivre  long-  <3c  OOul,  épais 
de  lmm,79,  dont  la  résistance  spécifique  était,  d'après  des 
mesures  faites  en  différents  points  du  fil  avec  mon  appareil, 
193500  à  9°. 2  C,  48,25  fois  plus  petite  que  celle  du  mer- 
cure à  0°.  Ce  fil  fut  par  la  méthode  de  Wheatstone 
comparé  avec  l'étalon,  et  l'on  trouva  que  sa  résistance 
était  0,943  U.  0. 

Le  résultat  obtenu  ci-dessus  par  mes  déterminations 
directes  de  la  résistance  absolue  du  mercure,  où  l'erreur 
commise  ne  peut  guère  excéder  0,2  pour  cent,  est  plus 
petit  d'environ  2  pour  cent  que  la  valeur  trouvée  par 
la  commission  anglaise  (0,9629  et  0,9564  U.  0.),  qui  elle- 
même  est  plus  petite  que  les  valeurs  trouvées  par  l'autres 
observateurs,  à  l'exception  de  Kirchhoff*;  car  Weber  et 
récemment  Kohlrausch  ont  trouvé  les  valeurs  1,0257  et 
0,9705    U.  0. 

J'ai  donc  obtenu  par  mes  mesures  une  confirmation 
de  la  conjecture  que  j'ai  faite  au  commencement  de  ce 
mémoire,  à  savoir  que  la  divergence  des  résultats  trouvés 
jusqu'ici  provient  de  ce  que  les  expériences  ont  été 
faites  avec  de  courants  induits  à  intensité  variable.  Cette 
supposition  est  déjà  en  partie  confirmée  par  la  série 
d'expériences  publié  par  la  commission  anglaise  (Rep.  of 
Brit.  Ass.  1864.  Pogg.  Ann  ,  GXXVI);  car  les  expériences 
faites  avec  des  vitesses  de  rotation  plus  grandes  donnent 
un  résultat  trop  grand,  et  les  autres  un  résultat  trop 
petit  en  comparaison  de  la  moyenne.  Dans  un  mémoire 
antérieur  «Détermination  du  degré  de  chaleur  en  mesures 
absolues"  (Overs.  o.  d.  K.D.  Vid.  Selsk.  Forh.  1872;  c'est  le 

*  Pogg.  Ann.,  t.  76.    Cf.  Berliner  Beiïchte  1851,  p.  781. 
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*  -vote  2.  mémoire  précédent)*  j'ai  déjà  émis  quelques  doutes  sur 
la  valeur  des  mesures  de  résistance  faites  avec  des  cou- 
rants variables,  mais  on  reconnaît  à  présent  que  les 
déviations  sont  en  sens  inverse  de  celles  que  j'avais 
supposées  alors.  Gomment  se  comporte  le  développe- 
ment de  chaleur  par  un  courant  électrique  dans  un  con- 
ducteur  dont  la  résistance  est  déterminée  en  unités 
absolues,  c'est  ce  que  devront  éclaircir  des  expériences 
futures.  D'après  les  expériences  faites  jusqu'ici  par  v. 
Quintus  Icilius*  et  H.Weber**  il  semble  que  le  développe- 
ment de  chaleur  est  supérieur  à  celui  qu'indique  la 
théorie. 

Je  ne  ferai  que  mentionner  en  peu  de  mots  quel- 
ques autres  expériences  que  j'ai  faites  avec  mon  appareil. 
Si  l'on  interrompt  le  courant  primitif  pendant  qu'on  fait 
tourner  le  disque  et  pendant  que  l'aiguille  du  multiplica- 
teur indique  le  zéro,  l'aiguille  recevra  une  impulsion  qui 
produira  une  déviation  de  plusieurs  degrés,  et  la  direc- 
tion de  l'impulsion  est  telle  que  le  courant  dérivé  l'em- 
porte, au  moment  de  l'interruption,  sur  le  courant  induit 
dans  le  disque  tournant.  On  obtiendra  un  mouvement 
inverse  si  l'on  ferme  de  nouveau  le  courant  primitif. 
Ces  courants  momentanés  remarquables  ne  peuvent 
guère  être  expliqués  par  l'induction  que  produit  le  change- 
ment brusque  du  courant  primitif;  mais,  à  ce  qu'il  me 
semble,  ils  doivent  plutôt  être  attribués  à  une  modifica- 
tion des  lois  de  la  distribution  des  courants  dans  la 
partie  ramifiée  du  circuit  lors  d'un  changement  brusque 
du  courant.    Un  courant  primitif  intermittent,  produit  par 


*  Pogg.  Ami.,  t.  CI. 
**  Inauguraldissertation.     Leipzig  1863. 
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un  interrupteur  automatique  intercalé  dans  le  circuit, 
donne,  a  ce  qu'il  me  semble,  les  mêmes  résultats  qu'un 
courant  constant.  Pour  obtenir,  dans  les  expériences  de 
cette  espèce,  que  la  position  de  l'aiguille  soit  fixe,  il 
importe  d'avoir  soin  que  le  contact  entre  le  disque  et  le 
ressort  qui  touche  la  circonférence  du  disque  soit  com- 
plet; c'est  ce  dont  on  peut  facilement  s'assurer  en  fai- 
sant tourner,  par  un  courant  primitif  constant,  le  disque 
dans  un  sens  tel ,  que  le  courant  primitif  et  le  courant 
induit  se  renforcent.  Si  l'on  obtient  dans  ce  cas  une 
déviation  plus  grande,  et  qui  en  même  temps  reste  con- 
stante, le  contact  peut  être  considéré  comme  complet;  car, 
dans  le  cas  contraire,  l'aiguille  serait  très  agitée.  Mes 
expériences  avec  des  courants  intermittents  ont  bien  donné 
un  résultat  supérieur  de  1  pour  cent  à  celui  qui  résulte 
des  mesures  faites  avec  un  courant  constant;  mais  j'at- 
tribue cet  écart  à  des  erreurs  d'observation  ;  car,  dans 
ces  expériences,  il  était  très  difficile  de  tenir  l'aiguille 
en  repos  complet,  et  l'expérience  m'a  montré  que  j'avais 
une  tendance  à  faire  tourner  le  disque  trop  vite,  quand 
l'aiguille  n'était  pas  en  repos. 

Gomme  l'emploi  des  colonnes  de  mercure  assez 
épaisses  (7mm  à  14mm)  pouvait  peut-être  faire  naître 
quelques  doutes,  j'ai  exécuté  quelques  expériences  pour 
examiner  si  la  hauteur  du  mercure  au  dessus  du  fil  de 
platine  le  plus  élevé,  par  lequel  le  courant,  était  dérivé, 
pouvait  avoir  quelque  influence  sur  le  résultat.  Cette 
hauteur,  dans  les  expériences  décrites  ci-dessus,  était 
presque  aussi  grande  que  la  distance  des  fils  de  platine, 
par  lesquels  le  courant  était  dérivé.  Or  j'ai  répété  les 
expériences  avec  le  tube  numéro  3  et  de  plus  petites 
colonnes  de  mercure,   mais  sans  obtenir  aucune  change- 
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ment  dans  les  résultats,  sauf  quand  j'avais  ôté  tant  de 
mercure  que  le  reste  pouvait  à  peine  couvrir  le  fil  de 
platine  et  que  la  coupole  était  élevée  d'un  millimètre 
environ  au  dessus  du  fil.  Dans  ce  cas  la  résistance  était 
de  1  pour  cent  plus  petite  que  précédemment;  c'est-à-dire 
que  l'intensité  électromotrice  du  courant  dérivé  était 
diminuée  de  1  pour  cent. 

Plus  tard  j'ai  trouvé  par  le  calcul  une  confirmation 
de  ce  résultat,  en  déterminant  le  mouvement  d'un  cou- 
rant électrique  constant  dans  un  cylindre  circulaire  droit 
quand  le  courant  entre  et  sort  des  bases  du  cylindre 
par  un  fil  conducteur.  Gomme  ce  calcul  ne  peut  guère 
intéresser  ici,  je  me  bornerai  à  indiquer  que  ce  pro- 
blème peut  être  résolu  en  toute  généralité  au  moyen 
des  fonctions  de  Bessel. 


Calcul  des  constantes  du  l'appareil. 

Imaginons  qu'un  courant  électrique,  d'intensité  égale 
à  l'unité,  soit  conduit  par  un  circuit  circulaire  et  qu'un 
disque  infiniment  mince ,  concentrique  et  parallèle  à  ce 
circuit  tourne  avec  une  vitesse  uniforme  de  1  tour  par 
seconde.  Il  se  produira  alors  dans  ce  disque  par  in- 
duction une  différence  de  tension  électrique  p  entre  le 
centre  et  la  circonférence.  Pour  calculer  cette  quantité 
p  on  peut  imaginer  que,  dans  chaque  seconde,  une 
unité  de  masse  d'électricité  est  conduite  du  centre  du 
disque  à  la  circonférence,  pendant  que  le  disque  tourne 
dans  la  même  direction  que  le  courant  dans  le  circuit 
circulaire  et  immobile.  Le  travail  nécessaire  pour  contre- 
balancer, pendant  chaque  rotation  complète,  la  résistance 
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électrodynamique  sera  alors  égal  à  la  différence  de  ten- 
sion cherchée  p. 

Gomme  la  masse  totale  d'électricité  conduite  du 
centre  du  disque  à  la  circonférence  passe  par  chaque 
cercle  concentrique  à  la  circonférence,  et  comme  l'in- 
fluence du  conducteur  immobile  est  la  même  en  chaque 
point  d'un  tel  cercle,  on  peut  aussi  bien  imaginer  que 
l'électricité  est  conduite  par  un  conducteur  linéaire  du 
centre  du  disque  à  la  circonférence,  et  p  sera  alors  le 
travail  nécessaire  pour  faire  accomplir  une  rotation  com- 
plète à  ce  conducteur  radial  par  lequel  passe  un  courant 
d'intensité  égale  à  1. 

Soient  r  le  rayon  du  disque,  R  le  rayon  du  con- 
ducteur circulaire  et  a  la  distance  du  plan  du  disque  à 
celui  du  conducteur.  En  partant  des  lois  électrodyna- 
miques connues,  on  trouvera  que  le  travail  cherché  et  par 
conséquent  p  est  déterminé  par  la  formule  *  *  xote  3. 


rR  costf 
p  =  %7r\dd 


2  Acte 


\/R2+r2+a2—%Rrcosti 
On  pose  ici 

_{R-ry+a>  _  IRr  d_r_9(û 

(B+ry+a"  (R+ry+a21  "^ 

et  l'expression  peut  s'écrire  sous  la  forme 

\Y  l/l-c'sin> 

Si   l'on   introduit   ici   les  notations   bien  connues  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 
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K 


K' 


csnr^ 


d(p 
VI  —  c'siiïy 


E'  =  W^l/1—  c'sin2^, 

1 

on  obtiendra 

p  =  4-l/rjRc' 
*  note  4.  Mais,  comme  on  sait* 


2  —  c'  2 

ï—ï-K'—  ^E' 
c  c 


E'  =  cK'—Zcc 

et  par  conséquent 


tdK' 


K'+bc 


de  ' 


de 


Nous  considérerons  c  comme  une  quantité  assez  petite, 
et  nous  chercherons  à  développer  K'  en  série  suivant 
les  puissances  croissantes  de  c  =  1  —  c'.  A  cet  effet, 
on  peut  se  servir  d'une  relation  bien  connue  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  à  savoir 


RldK_KdK>\       n 

de  de  )       4  ' 


d'où 


K'  =  -± 


4      icc' 


de 


Dans  cette  intégrale  indéfinie,  la  constante  est  déter- 
minée par  la  valeur  limite  K'  =  ^l  — ,  valable  pour 
une  valeur  infiniment  petite  de  c.  Si  K  est  développé 
en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  c,  à  savoir 


K  = 


71 


1 


1     3S 


1   i    a)2  c       22  "  42  C 
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on  obtiendra 


z     c 


'+y+y 


1  21    2 

—  c c 

4         128 


et  si  l'on  introduit   cette  valeur  dans  l'expression  de  p, 
on  trouvera 


p  =  ZnVrR 


16 


»+ï«+£'+ 


4  — -c 


81 
64 


c2— 


Nous  remplacerons  à  présent  le  conducteur  circu- 
laire et  linéaire  par  un  anneau,  concentrique  avec  lui, 
à  section  rectangulaire  et  que  traverse  une  quantité  d'élec- 
tricité m  fois  plus  grande.  Soient  Bt  et  R2  les  rayons 
des  surfaces  cylindriques,  intérieure  et  extérieure,  de 
cet  anneau;  et  soient  a1  et  a2  les  distances  des  bases  de 
l'anneau  au  plan  du  disque  tournant.  Si  l'on  désigne 
par  P  la  différence  des  tensions  au  centre  et  à  la  cir- 
conférence du  disque,  on  aura* 


*  NOTE  5 


On  pose  ici 

R  =  r(l+fl, 

et  par  conséquent 
c 


a  =  va, 


«2+/92  (a+fij 


4(l+fl       16(l+y9)2' 

Il  faut  alors  en  premier  lieu  déterminer  les  fonc- 
tions A(a,ft),  B(a,fi),  C(a,{3)  qui  entrent  dans  l'inté- 
grale double 


H 


da\dj3p  =  27rr 


A{a,(l)l 
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a 


«■+/? 


+  fi(a,/9)arctg^+C(a,/?) 
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*  note  6.   On  trouvera* 


£(«,/?)  =  «-/î'-^  +  à"4---' 

1  f"  1  11  S 

Au  moyen  de  ces  formules  on   peut   calculer  l'inté- 
grale définie  P.     En  effet,  si  l'on  pose 
E,  =  r(l+A),    R2  =  r(l+/92),    a,  =  r«,,    a2  =  r«2, 
et  si  l'on  désigne  par  P(«,/9)  l'intégrale  \da\dfip,  P  sera 
exprimée  par 

P  _  _^^L [P(«2, A)-P(«1,A)-P(«2,A)+^(^ A)]- 

(A— A)  («2—  «i) 

On  a  supposé  ici  l'épaisseur  du  disque  infiniment 
petite.  Si  nous  supposons  qu'il  ait  été  déplacé  d'une  lon- 
gueur x  dans  la  direction  de  l'axe  des  x,  ax  sera  remplacé 
par  a—x  et  a2  par  a2—x  et  l'expression  précédente  de 
P  par 

\    dB    \    da 

Par  conséquent,  si  l'épaisseur  du  disque  est  2e,   P 
sera  remplacé  par  la  quantité 

Idarl     dB     \     da 

car  a?   prendra   toutes   les  valeurs   de  —  £  à  +e,    et  les 
distances  a2  et  at  sont  comptées  à  partir  du  plan  a;  =  0. 
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Si  e  est  une  quantité  petite,  la  dernière  expression 
peut  approximativement  être  égalée  à 

dR     y     da     d*p 

et   par    conséquent    on    doit    ajouter    à    l'expression    de 
P(«,  fi)  trouvée  ci-dessus  la  correction 

e2  <PP(a,0) 

6r2       da2      ' 

Enfin  une  bobine  remplace  dans  l'appareil  l'anneau 
conducteur  du  calcul  précédent.  Si  le  nombre  de  tours 
de  la  bobine  est  m,  et  si  l'unité  de  masse  d'électricité 
passe  en  chaque  seconde  par  chaque  tour,  m  unités 
d'électricité  passeront  dans  chaque  seconde  par  la  section 
de  la  bobine,  ce  qui  est  la  même  masse  d'électricité  que 
celle  qui  passait,  d'après  notre  supposition,  par  la  sec- 
tion de  l'anneau.  La  seule  différence  entre  l'anneau  et 
la  bobine  consiste  en  ce  qu'il  existe,  dans  cette  la  dernière, 
des  espaces  non  conducteurs  entre  les  tours  de  fil.  La 
correction  de  P(a,  fi)  qui  s'ensuit  est  pourtant  sans  con- 
séquence dans  le  cas  en  question  et  pour  cette  raison 
je  me  bornerai  à  indiquer  le  résultat  de  ce  calcul,  à 
savoir  qu'il  faut  ajouter  à  P(«,  fi)  la  correction 


rf     (d'P(a,fi)      ffP(a,/3)\ 
Ur2\      da*      "'"      dp2      / 


0) 


si  le  fil  de  la  bobine  est  linéaire  et  si  y  est  la  distance 
de  deux  tours  voisins.  Cette  correction  n'excède  pas 
0,01  pour  cent;  et,  comme  le  fil  a  une  épaisseur  appré- 
ciable, la  correction  est  en  réalité  encore  plus  petite. 
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Dans  l'appareil   en  question ,    on  a  pour   la  bobine 
complète 

m  =  894,     o^  =  —  at  =  0,1825,     /?2  =  0,330, 
&  =  0,0289,      £  ==  0,017,      7]  =  0,0118, 

et  pour  la  bobine  intérieure 

m  =  484,     ft2  =  0,188, 

les  autres  quantités  ayant  les  valeurs  indiquées  ci-dessus. 
On  trouve  dans  le  premier  cas 

P  =   2,2124- 106, 

et  la  correction  pour  l'épaisseur   du   disque  — 0,04  pour 
cent. 

Pour  la  bobine  intérieure  on  trouve 

P  =    1,3440- 106. 

La  correction  est  — 0,05  pour  cent. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  analyse  de  ce  mémoire  se  trouve 
dans  les  „Fortschritte  d.  Phys.,  t.  XXIV,  p.  731. 

NOTE  2.     Comparer  le  précédent  mémoire,  p.  70. 

NOTE  3.  L'expression  de  p  peut  être  obtenue  de 
la  manière  suivante.  On  sait  que  le  potentiel  d'un  cir- 
cuit linéaire  sur  un  autre  circuit  linéaire  peut  être  ex- 
primé par 


B 


dsds'  cos  s 


P 

l'intégration  étant  étendue  aux  deux  circuits,  dont  ds  et 
ds'  sont  deux  éléments;  p  est  leur  distance  et  £  l'angle 
que  fait  ds  avec  ds'. 

Le  travail  exécuté  par  le  mouvement  d'un  circuit 
sera  donc  la  variation  de  l'intégrale  double  produite  par 
ce  mouvement.  Or  le  disque  tournant  peut,  d'après  la 
théorie  développée  dans  le  texte,  être  remplacé  par  un 
conducteur  linéaire  qui  va  du  centre  à  la  circonférence, 
et  comme  le  mouvement  de  l'électricité  dans  le  disque 
peut  être  considéré  comme  indifférent  pourvu  qu'une 
unité  d'électricité  passe  dans  chaque  seconde  du  centre 
à  la  circonférence,  on  peut  se  figurer  que  l'électricité 
passe  du  centre  à  la  circonférence  de  long  d'un  rayon  fixe, 
puis  suive  la  circonférence  jusqu'au  point  de  dérivation. 
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On  reconnaîtra  alors  que,  si  le  disque  tourne  d'un 
angle  dd\  la  seule  variation  de  l'intégrale  double  pro- 
viendra de  ce  que  la  partie  de  la  circonférence  entre 
le  rayon  fixe  et  le  point  de  dérivation  est  augmentée 
de  rdff. 

Par  conséquent  on  aura 

rRdâdâ' cos  8 


dp 


VR2+r2+a2~  %  Rr  cos  d' 

0 

|2  1Z  /»2  7T 


RrdOdO' cos  d 
P  = 


'0      t/o 

>2  7T 


2 


7Ï 


VR2+r2+a2—%Rr  cos  6 

Rr  d$  cos  6 

]/R2+  r2-f  a2—  °2 Rr  cos  0* 


NOTE  4.  Les  formules  sont  bien  connues  dans  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques;  mais  elles  peuvent, 
facilement  être  établies  d'une  manière  directe.  En  effet 
on  a 


\ 


E  =  \|/1-  c'sm2<pd<p 

«/o 

7t  7Z 

W^(l —  c' sm2<p)        ™      A     siir^rf^ 
"Jo  j/l_  c'shr>  J/l  — c'sin2/ 

et,  en  intégrant  par  parties, 

T 
f 

cos2  <p  d<p 


E  =  7T—  c' 


J.0" 


c'  sin2  ^)* 


Mais  on  reconnaît  immédiatement,  comme  c-f-c'  =  1, 
que 
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de 


7Z 
-\         - 


,dK'  c'\        sin2  <pd<p 


'  siny)£ 


1  K'—  -  \  d(p 

2     "    2  \  (vT^rTiEv)' 


et  par  conséquent 


^(l/l-c'siny)3  ^  ' 

dK' 

E'  =  cK'—Scc'^f-. 

de 

On  a  de  plus 

di?'        1  V      d<psm2<p 


de         2-^|/i- 

2c'-p-  =  #'—£'. 


P 


et,  en  vertu  de  l'équation  précédente, 

-j-  =  Z'4-(3c  —  2  c') -y- 2cc'— j^-. 

ac  v  y  de  de2 

On  en  déduit  l'équation  différentielle 

XU-4(c—  c')^— bec'^  =  0. 

1      v  7  de  de 

Mais  i£  satisfait  à  la   même   équation   différentielle. 
On  aura  donc 

4ccr^r~z  -3?-)  -  ^c~cnK-de—K  lïe-y 

et,  en  désignant  par  u  la  quantité  K—j K'—j—, 
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dhi 

1 

de 

c' 

u 

k 

ce 

où  k  est  une  constante.    Cette  constante  peut  être  déter- 
minée en  remarquant  que 

dK' 

de 

4cc'^  =  -Zc'K+ZE, 
de 

^ce'lK^-K'^)^  VKK'-ZKE'-ZK'E. 

\        de  de  j 

Si  l'on  pose  ici  c'  =  0,  on  aura  K'  =  ~-,   2?  =  1, 
ZK(K'-E')  =  4#c' 


d 


c 


Mais  -T-  =  ^  pour  c'  =  0,    et   il  faut  calculer  la 
valeur  limite  de  e'K  pour  c'  =  0.     On  a 


ï'Z 


1/cos2  ^  +  e'  sin2^?  J  1/sin2  ^  +  c'  cos2  ^ 

Mais  si  c'  est  très  petit,  ce  ne  sont  que  les  éléments 
de  l'intégrale  correspondant  à  <p  très  petit  qui  peuvent 
influencer  le  résultat;  l'autre  partie  de  l'intégrale  s'éva- 
nouira, étant  multipliée  par  c'.  On  peut  donc  sans 
erreur  sensible  remplacer  c'K  par 

d(p 


1 


Ksin2^  +  C'C0SV 

ou  <p  est  très  petit. 

Mais   (p    étant   très   petit,   on  peut   remplacer   sinp> 
par  <p,  cos^  par  1  ;   par  où  l'on  obtiendra 
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c<K=c'l  UL+WX+i    , 


7  (SL  +  ]/% 
\Vc'       V     c 


expression   qui  s'évanouit   en    même  temps  que  c'.     Par 
conséquent  on  aura 

°    \       de  de)        4 

Enfin  le  calcul  approximatif  de  K  pour  c'  très  petit 
peut  se  faire  de  la  manière  suivante. 
On  a 


K 


d<p 


l/sin2^  +  c'C0SV 


l/sin2^  +  c'cos2$p       \]/sin2^  +  c'cos2^ 

Si  l'on  suppose  ici  que  <p  est  très  petit;  mais  qu'il 
est  pourtant  grand  en  comparaison  de  c',  la  première 
intégrale  peut  être  exprimée  comme  ci-dessus  par 


i(±+\/£+1 
\Ve'       V  é    ' 


expression  qui  approximativement  peut  être  égalée  à  ?  — ^  . 

Ve' 
Dans  la  seconde  intégrale  on  peut  négliger  le  terme 

c'eos2^,  ce  qui  la  réduit  sensiblement  à 


'0**0  =  -*(**)• 


Par  conséquent  on  aura  approximativement 

Ve'        2     c' 


il. 
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NOTE  5.  On  suppose  ici  que  les  mêmes  quantités 
d'électricité  passent  toujours  par  les  éléments  également 
grands  d'une  section  du  conducteur.  Sur  la  plausibilité 
de  cette  hypothèse  voir  la  fin  du  mémoire  suivant. 

NOTE  6.  On  reconnaît  facilement  que  le  résultat 
ne  contiendra  que  des  ternies  de  la  forme 

64  a 

A(a,P)ljj-pi      £(a,/9)arctg-,      C  («,/?), 

où  A(a,ft),  B(a,ft),  C(a,,3)  sont  des  séries  procédant 
suivant  les  puissances  croissantes  de  a  et  /?.  Si  l'on 
néglige  dans  le  résultat  les  termes  dont  le  degré  est 
supérieur  à  5,  on  n'a  besoin  dans  l'expression  de  p  que 
des  termes  qui  sont  au  plus  du  degré  3,  et  dans  cette 
supposition  on  trouvera 


p  =   Qxr 


Pour   faciliter  l'intégration  je   donnerai   ici   les   for- 
mules suivantes  (où  sont  négligées  les  fonctions  arbitraires), 


64  64  3 

l-^p-pdadp  =  «•PÏ-jt: £2  —  («2-/?2)arctg^-  +  3a/?, 


7    64    s   jn        3«2/9+/5%    64         2    3      .    fi 
a+/j  6  a-\-p       o  a 


+l«y, 


aH    64    dada       ^l    64      1  ^+3tt4arctoa 


+  jg«*/î  — g  "/î3. 
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\yi„dadfi  -  _^Z  --«arctg^ 


21  1 


ss 


Ia,    64     ,    ..         5a8/?!+3a57    64      .    2   „       .a 


19  9 


NOTE  7.  Pour  déterminer  la  correction  qu'il  faut 
ajouter,  nous  calculerons  d'abord  la  correction  dans  le 
cas  où  un  conducteur  linéaire  et  circulaire  de  rayon  i?, 
situé  à  la  distance  a  du  plan  de  disque,  est  remplacé 
par  un  anneau  à  section  carrée  dont  le  côté  est  y.  Nous 
supposerons  de  plus  que  le  conducteur  passe  par  les 
centres  de  toutes  les  sections  carrées  de  l'anneau.  La 
correction  sera  alors 


d  =  p §  \  dR  \  dap 


•R—JLVa_ÏL 
2  2 


+-T(*+yfi 


dAdAdO  {B+x)cos6r 

\       \      V{B+x)2+r2+(a+î/y-2(B+x)rcos(t 

Si  l'on  développe  le  dernier  terme  en  série  suivant 
les  puissances  de  x  et  y,  et  si  l'on  effectue  l'intégration, 
on  verra  que  le  premier  terme  qui  ne  s'évannouira  pas 
sera 


M[dl?  '  dety 

telle  est  donc  approximativement  la  correction  qu'il  faut 
ajouter  pour  un  seul  tour. 
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La   correction  pour   tous   les  tours  sera  par  consé- 
quent 


i 


d2p       d2p 


ou  si  la  sommation  est  remplacée  par  une  intégration 


m 


24(fi1-Bl)(«,-a1)^   ^ 


h\da  [|f +  g 


ce   qui   donnera   immédiatement   la    correction    indiquée 
par  Lorenz. 


SUR  LES  METHODES  A  EMPLOYEE 


POUR 


LA  DÉTERMINATION  DE  L'OHM. 


SUR  LES  METHODES  A  EMPLOYER  POUR  LA  DETER- 
MINATION DE  L'OHM. 

PROPOSITIONS  FAITES  A  LA  COMMISSIOiN  INTERNATIONALE 

POUR  LA  FIXATION  DES  UNITÉS  ÉLECTRIQUES.*  *  NOTE  1. 

D'ALMEIDA  :   JOURNAL  DE  PHYSIQUE.    DEUXIÈME  SÉRIE,  T.  I,  1882, 

P.  477-483. 

Jim  définissant  la  résistance  comme  le  rapport  de 
la  force  électrique  à  l'intensité  du  courant,  on  suppose 
que  la  résistance  est  indépendante  de  la  variation,  par 
rapport  au  temps,  de  ces  deux  variables. 

En  général,  cette  supposition  est  erronée.  Imaginons- 
nous,  par  exemple,  une  pile  thermoélectique  traversée 
par  un  courant  variable.  Sous  l'influence  du  courant,  les 
soudures  de  la  pile  seront  réchauffées  et  refroidies,  de 
manière  que,  si  le  courant  est  constant,  il  se  produira 
une  force  électromotrice  agissant  comme  résistance  et 
d'après  les  mêmes  lois  qu'elle;  tandis  que,  le  courant 
étant  variable,  la  résistance  diminuera  quand  le  courant 
augmentera,  et  deviendra  plus  fort  quand  le  courant 
décroîtra.  Au  moment  même  où  le  courant  cessera,  il 
restera  une  force  électromotrice,  et  la  résistance,  c'est- 
à-dire  le  rapport  de  cette  force  à  l'intensité  du  courant, 
laquelle  est  nulle,  sera  en  ce  moment  égale  à  l'infini. 

Quand  à  la  résistance  des  corps  homogènes ,  on  ne 
sait  quel  rôle  y  jouent  les  forces  thermoélectriques. 
L'homogénéité  elle-même  est  une  abstraction  qui  n'existe 
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pas  en  réalité,  et  il  serait  difficile  d'expliquer  la  relation 
intime  entre  la  conductibilité  de  la  chaleur  et  celle  de 
l'électricité,  sans  avoir  recours  à  des  forces  intérieures 
thermo-électriques. 

Une  théorie  générale  de  la  conductibilité  électrique, 
fondée  sur  des  expériences  précises,  pourrait  sensible- 
ment modifier  les  idées  jusqu'ici   admises   sur   ce   sujet. 

Il  faut  donc,  à  mon  avis,  que  la  définition  de  la 
résistance  et  que  les  expériences  qui  auront  pour  unique 
but  de  la  mesurer  soient  restreintes  à  des  courants  con- 
stants. Gela  posé,  il  ne  nous  reste  qu'une  seule  question 
théorique  à  examiner  au  moyen  des  expériences:  la  ré- 
sistance est-elle,  comme  on  l'a  admis  jusqu'ici,  com- 
plètement indépendante  de  l'intensité  ou  de  la  densité 
du  courant? 

En  se  bornant  à  des  courants  constants,  on  n'a 
guère  de  choix  quant  aux  méthodes  à  employer.  En 
tous  cas,  il  faut  mesurer  la  différence  de  potentiel  aux 
extrémités  de  la  résistance  dont  on  cherche  la  valeur, 
celle-ci  étant  parcourue  par  un  courant  constant.  Cette 
détermination  pourrait  être  faite  au  moyen  d'un  électro- 
mètre, mais  seulement  dans  le  cas  où  l'on  accepte 
l'unité  électrostatique;  tandis  que,  si  l'on  veut  déterminer 
immédiatement  la  résistance  en  valeur  électromagnétique, 
il  sera  nécessaire  d'employer  une  force  électromotrice 
d'induction ,  en  la  comparant  avec  la  différence  de  po- 
tentiel cherchée. 

Pour  comparer  ces  deux  forces,  on  pourrait  égale- 
ment se  servir  d'un  électromètre;  mais  il  serait  plus 
simple  d'égaliser  les  deux  forces.  En  les  opposant  l'une 
à  l'autre  dans   un  même  circuit,    l'égalité  sera  indiquée 
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par  un  galvanomètre  qui,  placé  dans  le  circuit,  ne  devra 
pas  dévier. 

La  force  électromagnétique  d'induction  peut  être  ou 
variable  ou  constante.  Dans  le  premier  cas  le  circuit  ne 
doit  être  fermé  que  pendant  un  temps  très  court:  par 
exemple,  au  moment  où  la  force  d'induction  atteint  une 
valeur  maximum.  Cette  méthode,  qui  a  été  proposée 
par  MM.  Garey  Foster  et  Maxwell,  et  récemment  par 
M.  Lippmann,  a  l'avantage  d'être  applicable  à  de  grandes 
résistances  ;  mais  l'état  variable  de  la  force  électromotrice 
étant  nécessairement  accompagné  de  petits  mouvements 
d'électricité,  je  ne  puis  recommander  cette  méthode  pour 
des  expériences  qui  ne  doivent  laisser  aucune  doute  à 
l'égard  de  la  théorie. 

Quand  il  s'agit  de  produire  une  force  électromotrice 
constante  d'induction,  on  sera  réduit  en  pratique  à  l'em- 
ploi de  mouvements  rotatoires  d'une  vitesse  constante 
dans  un  champ  magnétique  invariable.  Ces  mouvements 
doivent  seulement  produire  des  forces  électromotrices, 
sans  donner  naissance  à  des  courants  dans  l'intérieur  du 
corps  tournant  tant  que  l'électricité  développée  n'est  pas 
dérivée  à  l'extérieur.  Cette  condition  est  nécessaire, 
parce  que  l'on  ne  pourra  calculer  exactement  les  effets 
de  ces  courants  intérieurs,  d'autant  plus  que  ceux-ci, 
étant  fixes  dans  l'espace,  seront  toujours  variables  par 
rapport  aux  moléeules  du  corps  tournant. 

Pour  satisfaire  à  cette  condition ,  il  sera  nécessaire 
et  suffisant  que  les  forces  magnétisantes,  qui  agissent  en 
un  point  quelqonque  du  corps  tournant,  aient  la  même 
valeur  et  la  même  direction  par  rapport  au  corps  dans 
toute  l'étendue  du  cercle  que  décrit  le  point,  quand  on 
fait  tourner  le  corps.     Cette  condition  remplie,   la  forme 
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et    le    magnétisme    propre   du   corps   tournant   pourront 
être  quelconques. 

Or  il  faut  employer,  ou  un  champ  magnétique  con- 
stant comme  celui  du  magnétisme  terrestre  agissant 
parallèlement  à  l'axe  de  rotation,  ou  un  champ  magné- 
tique distribué  d'une  manière  régulière  autour  de  l'axe 
de  rotation,  comme  celui  qu'engendre  un  courant  qui, 
perpendiculaire  à  l'axe,  parcourt  une  surface  de  révolu- 
tion, dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  de  rotation. 

De  là  deux  méthodes  distinctes,  dont  l'une  a  été 
proposée  par  M.  Lippmann.  „Un  disque  de  cuivre  est 
mobile  autour  de  son  axe,  qui  est  parallèle  à  l'aiguille 
de  déclination.  Sous  l'influence  du  magnétisme  terrestre, 
il  s'y  produit  une  force  électromotrice  d'induction  dirigée 
radialement,  et  que  l'on  recueille  au  moyen  de  frotteurs 
placés,  l'un  au  centre  et  l'autre  sur  la  circonférence."  * 

La  force  électromotrice  produite  étant  ordinairement 
très  petite,  il  faut  employer  un  disque  de  grande  dimen- 
sion et  à  une  grande  vitesse  de  rotation.  Eu  même 
temps,  le  frotteur  appliqué  à  la  circonférence  produira 
une  force  thermoélectrique  qui  pourrait  même  surpasser 
la  force  électromotrice  d'induction.  Il  y  aura  donc,  dans 
ces  expériences,  de  sérieuses  causes  d'erreurs  que  l'on 
ne  pourra  éliminer  que  bien  difficilement. 

Je  propose  de  modifier  cette  méthode,  en 'employant 
deux  disques,  on  plutôt  deux  grandes  roues  mobiles 
autour  d'axes  parallèles  entre  eux,  et  mises  en  contact 
à  leurs  circonférences.  Quand  on  fait  tourner  les  deux 
roues  en  sens  contraire  et  avec  la  même  vitesse,  leurs 
axes  étant  parallèles  à  l'aiguille  de  déclinaison,  la  force 

*  Voir  Journal  de  Physique,  2*  série,  1882,  1. 1,  p.  313. 
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électromotrice  d'induction  est  dirigée,  dans  l'une,  du 
centre  à  la  circonférence,  dans  l'autre,  de  la  circonférence 
au  centre,  de  sorte  que  la  force  peut  être  recueillie  au 
moyen  de  deux  pointes  placés  aux  deux  centres.  De 
cette  manière,  on  évite  complètement  les  effets  thermo- 
électriques des  frotteurs. 

En  employant  cette  méthode,  il  faudra  mesurer  et 
la  vitesse  de  rotation  et  l'intensité  du  courant  qui  a 
traversé  l'étalon.  Cependant ,  on  peut  se  dispenser  de 
mesurer  l'intensité  du  magnétisme  terrestre  en  valeur 
absolue;  seulement,  pour  les  corrections,  il  faut  com- 
parer l'intensité  du  champ  magnétique  aux  deux  en- 
droits où  sont  placés  les  roues  et  le  galvanomètre. 

L'autre  méthode,  dont  je  viens  de  parler,  a  été 
imaginée  et  employée  par  moi-même,  il  y  a  déjà  dix 
ans.  Un  disque  de  laiton,  mobile  autour  d'un  axe 
perpendiculaire  à  l'aiguille  de  déclinaison,  a  été  placé  à 
l'intérieur  d'une  bobine  concentrique  traversée  par  le 
même  courant  que  la  résistence  dont  on  cherche  la 
valeur.  Deux  frotteurs  de  laiton  sont  appliqués,  l'un  au 
centre,  l'autre  à  la  circonférence  du  disque.  Le  champ 
magnétique  étant  engendré  par  le  même  courant  qui 
parcourt  l'étalon,  on  trouve  la  résistance,  en  multipliant 
par  une  constante  C  le  nombre  de  tours  que  fait  le 
disque  par  seconde.  De  cette  manière,  les  expériences 
sont  réduites  à  la  plus  grande  simplicité. 

C'est  surtout  de  l'évaluation  de  la  constante  C  que 
dépend  l'exactitude  des  résultats.  Supposons  que  le 
disque  soit  placé  à  l'intérieur  d'un  solénoïde  inlini  et 
qu'il  soit  mobile  autour  de  l'àxe  du  solénoïde,   on  aura 

C  =   — =—  ,  *  *  NOTE  2. 

a 
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S  étant  la  surface  du  disque,  ci  la  distance  des  filets  du 
solénoïde.     Cette  valeur,   qui  est  d'une  simplicité  renia  - 
quable,   n'est   pas   beaucoup   altérée    pour   un    solénoïde 
d'une  longueur  finie,   mais  qui  excède  plusieurs  fois 
rayon. 

Or  je  propose  d'employer,  au  lieu  d'une  bobine,  un 
cylindre  de  laiton,  muni  d'un  pas  de  vis,  dans  lequel  on 
a  enroulé  en  une  seule  couche  un  iil  de  cuivre  bien 
isolé.  En  faisant  par  exemple  la  longueur  du  cylindi 
de  lm  et  son  diamètre  de  0m,333.  la  valeur  de  C  indiquée 
plus  haut  est  diminuée  seulement  de  5  à  G  pour  cent. 
La  valeur  de  cette  constante  sera  suffisamment  grande, 
si  l'on  prend  la  distance  de  deux  filets  de  la  vis  égale 
à  imm,5,  et  le  diamètre  du  disque  égal  a  0m,3.  Par  ex- 
emple pour  déterminer  la  résistance  d'une  colonne  de 
mercure  de  0m,50  de  longueur  et  de  0m.04  de  largeur,  le 
disque  ne  doit  faire  que  sept  tours  par  seconde.  En 
supposant  l'intensité  du  courant  égale  à  1  ampère,  le 
champ  magnétique  au  milieu  du  cylindre  atteindra  une 
intensité  quarante  fois  plus  grande  que  celle  du  magné- 
tisme terrestre.  Les  forces  thermoélectriques  qui  se 
développeront  par  réchauffement  des  frotteurs  seront 
petites  par  rapport  aux  forces  électromotrices  d'induction, 
et  pourront  être  observées  facilement,  en  interrompant 
le  courant  ou  en  changeant  le  sens  du  courant.  On 
peut  éliminer  ces  forces,  en  introduisant  dans  le  circuit 
des  forces  électromotrices  égales  et  opposées,  provenant 
ou  de  la  dérivation  d'un  courant  quelconque,  ou  d'élé- 
ments thermoélectriques. 

Sans  entrer  dans  les  détails  des  expériences,  j'ajou- 
terai seulement  que,  pour  éviter  des  courants  intérieurs, 
l'axe  tournant  doit  être  isolé  de  ses  supports  et  de  l'en- 
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grenage,  et,  pour  amoindrir  les  forces  thermoélectriques, 
le  disque  doit  être  ou  de  laiton  avec  des  frotteurs  du 
même  métal,  ou  de  cuivre  avec  de  frotteurs  de  cuivre 
ou  de  laiton. 

Le  disque  doit  être  examiné  quant  à  son  magné- 
tisme qui  aggrandirait  les  forces  électromotrices  d'induc- 
tion, tandis  que  le  magnétisme  du  cylindre  comme  celui 
de  l'axe,  pourvu  que  celui-ci  traverse  toute  la  longueur 
du  cylindre,  n'auront  pas  d'effets  sensibles. 

Pour  me  résumer,  je  propose  de  mesurer  la  rési- 
stance d'une  colonne  de  mercure,  en  employant  exclu- 
sivement des  courants  constants,  et  d'accepter,  pour  les 
expériences,  deux  méthodes  distinctes  savoir:  la  méthode 
de  M.  Lippmann  et  la  mienne,  toutes  les  deux  modi- 
fiées de  la  manière  que  je  viens  d'indiquer. 

Addition.  —  Soient  X,  F,  Z  les  composantes  de 
l'intensité  d'un  champ  magnétique. 

Les  composantes  des  forces  qui  agissent,  dans  ce 
même  champ,  sur  un  élément  d'un  courant  dont  l'inten- 
sité est  égale  à  l'unité,  sont 

Zdy  —  Ydz ,     Xdz  —  Zdx ,     Ydx — Xdy , 

dx,  dy,  dz  étant  les  projections  de  ds  sur  les  trois  axes. 
En  faisant  tourner  le  corps  auquel  appartient  l'élément 
ds  autour  de  l'axe  des  x,  le  moment  des  forces  agissant 
en  ds  à  rencontre  de  ce  mouvement  sera 

(Xdz  —  Zdx)  z  —  (  Ydx  —  Xdy)  y , 

laquelle  expression  représentera  en  même  temps  la  force 
électromotrice  d'induction  développée  dans  l'élément  ds, 
quand  la  vitesse  de  rotation  est  égale  à  l'unité. 

En    intégrant    cette    expression  sur   toute   l'étendue 
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d'une  courbe  fermée  quelconque,  on  aura  la  somme  des 
forces  électromotrices  clans  ce  circuit.  En  général ,  il  se 
développera  des  courants  à  l'intérieur  du  corps,  et,  dans 
le  seul  cas  où  l'expression  ci-dessus  indiquée  de  la  force 
électromotrice  dE  sera  une  différentielle  exacte,  il  ne  se 
produira  aucun  courant,  tant  que  l'on  ne  dérive  pas  à 
l'extérieur  l'électricité  développée  dans  le  corps. 
Or,  pour  que  l'expression 

—  (yY  +  zZ)dx  +  yXdy  +  zXdz  =  dE 

soit  une  différentielle  exacte  on  doit  avoir 

%*)  =  <HzX) 
dz  dy     ' 

£û,r+«*>+,«_o, 

d'où  l'on  trouve,  en  mettant  y  =  rcostf,  z  =  rs'mô, 

ÔX  d(yY+zZ) 

de        '  ee 

En  introduisant  le  potentiel  F  de  l'intensité  du  champ 
magnétique,  on  aura 

ÔF  ÔF  ÔF 

*  ~~  ôx  '  dy  '  dz1 

ffl     &F     FF       0 
ou  bien,  en  coordonnées  semi-polaires, 
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Il  s'ensuit  que  l'on  aura 

ÔX      8(Yy+Zz)      8{-Yz  +  Zy)  =  Q  _ 
Sx  rdr  r~dO 

Le  terme  —  Yz -\-  Zy  doit  donc  être  de  la  forme 

A  +  Bd  +■  C#2, 

où    les    coefficients    A,   J5,    C  sont  indépendants   de   #; 
mais  d'un  autre  côté,  les  forces  étant  des  fonctions  pério- 
diques de  d,  on  aura  B  =  0,  C  =  0.  *  *  î^oïe  3. 
Les  trois  composantes 

X,     Y^+Z*-,      —Y-  +  Z%J- 

de  l'intensité  du  champ  magnétique  doivent  clone  être 
indépendantes  de  l'angle  6,  quand  on  impose  cette  condi- 
tion qu'aucun  courant  ne  puisse  prendre  naissance  dans 
l'intérieur  du  corps  tournant. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Un  résumé  se  trouve  dans  les  „Beiblàtter 
zu  Wiedemanns  Annalen"   1883,  p.  48. 

NOTE  2.  Comparer  note  12  au  mémoire  suivant. 
On  suppose  ici  que  les  rayons  du  disque  et  du  cylindre 
sont  égaux. 

NOTE  3.  Le  terme  — Yz-\-Zy  doit  être  de  la  forme 
A-\-B0,  ou  A  et  B  sont  indépendants  de  0;  on  aura 
donc  B  =  0. 
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DETERMINATION  DE  LA  RESISTANCE  ELECTRIQUE 
DU  MERCURE  EN  MESURES  ÉLECTROMAGNÉTIQUES 

ABSOLUES. 

VIDENSK.  SELSK.  SKRIFTER.    VII  (6),  P.  310-333.    1885.*  *  NOTE  1. 

WIED  ANN.    T.  XXV.   P.  1—31. 

A.  la  demande  du  congrès  international,  tenu  en 
octobre  1882,  pour  la  détermination  des  unités  électricfues 
de  mesure,  le  gouvernement  danois  m'a  concédé  une 
somme  de  5000  Kr.  (7000  1res.)  pour  l'exécution  des 
présentes  expériences.  J'ai  eu  ainsi  à  ma  disposition 
des  ressources  qui  dépassaient  de  beaucoup  celles  avec 
lesquelles  j'avais  fait  mes  recherches  antérieures  sur  le 
même  sujet.*  Par  la  bienveillance  de  l'école  militaire, 
le  local  de  son  laboratoire  chimique  a  été  mis  à  ma 
disposition ,  et  le  directeur  du  laboratoire ,  M.  le  Dr.  H. 
Topsoe  m'a  fourni  de  différentes  manières  son  assistance, 
qui  m'a  été  du  plus  grand  secours,  en  premier  lieu  par 
l'exécution  d'une  grande  partie  des  mesures. 

Pour  la  détermination  des  unités  fondamentales  ab- 
solues, le  temps,  la  longueur  et  la  masse,  on  s'est  pro- 
curé les  appareils  suivants. 

1°.  Un  chronomètre  à  pendule,  dont  la  marche  a 
été  déterminée  par  comparaison  avec  le  signal  quotidien 
à  l'observatoire  astronomique. 

*  Overs.  over  det   K.  D.  Vidensk.  Selsk.   Forh.    1873,    p.  1   (voir 
p.  86). 
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2°.  Un  mètre  normal  et  un  cathétomètre,  tous  deux 
fabriqués  par  la  société  genevoise.  Pour  le  premier  était 
indiquée  la  correction  0mm,0237,  juste  à  — 1°,25G.  ;  elle 
était  déterminée  par  comparaison  avec  un  mètre  normal 
vérifié  au  bureau  international  de  Paris. 

3°.     De  poids  normaux  de  Westphal  en  Celle. 

I.     Méthodes  pour  les  mesures  de  résistance. 

Mesures  absolues.  La  méthode  appliquée  est  en 
principe  la  même  dont  je  me  suis  servi  dans  mes  ré- 
cherches antérieures.  J'ai  au  contraire  introduit  des  modi- 
fications essentielles  dans  l'exécution;  en  premier  lieu,  en 
ce  qui  concerne  l'appareil  de  rotation,  que  j'ai  modifié 
conformément  au  projet  présenté  par  moi  à  la  confé- 
rence internationale.*  Ces  changements  sont  mentionnés 
en  détail  dans  ce  qui  suit. 

Mesures  relatives.  Dans  toutes  mes  mesures  rela- 
tives, je  me  suis  servi  d'une  méthode  particulière,  qui  a 
été  reconnue  aussi  facile  à  employer  que  susceptible  d'un 
haut  degré  d'exactitude;  c'est  pourquoi  je  peux  la  recom- 
mander de  préférence  aux  méthodes  ordinaires. 

Les  deux  résistances  AB  et  CD  qui  doivent  être 
comparées  sont  liées  par  un  fil  conducteur  et  introduites, 
en  combinaison  avec  deux  bobines,  dans  un  circuit  élec- 
trique. Ces  deux  bobines  sont  disposées  à  distance 
note  2.  convenable  en  avant  et  en  arrière  d'un  galvanomètre* 
à  miroir.  Le  courant  est  dérivé  en  deux,  des  quatres 
points  A,  B,  6\  D  au  galvanomètre  de  manière  que  l'ac- 
tion du  courant  dérivé  sur  les  aiguilles  du  galvanomètre 
soit  opposée  à  celle  du  courant  principal. 


Journal  de  phys.,  s.  II,  t.  1,  p.  477,  1882  (voir  p.  119). 
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On  a  de  plus  introduit  un  rhéostat  dans  le  conduc- 
teur, qui  mène  au  galvanomètre,  afin  de  faire  varier  la 
résistance  jusqu'à  ce  qu'on  ramène  le  miroir  du  galvano- 
mètre au  zéro  de  la  graduation. 

La  résistance  totale  du  galvanomètre  et  des  fils,  par 
lesquels  l'électricité  lui  est  amenée,  est  désignée  par  6r, 
les  résistances  du  rhéostat  par  R,  R1,  R2  selon  qu'on  a 
dérivé  les  points,  AC,  BD  ou  AD.     On  aura  alors 

k-AC  =  G  +  R, 
k-BD  =  G  +  R^ 
h- AD  =  £-f-i?2, 

k-\-\    correspondant    au    rapport    constant    du    courant 
principal  au  courant  dérivé.     On  en  déduit 

CD       R2  —  R 


AB  "  R2  —  R,' 

Les  expériences  peuvent  être  modifiées  par  la  déri- 
vation faite  en  deux  autres  points  comme  AB  ou  CZ), 
par  où  l'on  obtiendra  un  contrôle  du  résultat  trouvé. 

Pour  pouvoir  en  même  temps  faire  varier  la  con- 
stante k  d'une  manière  déterminée,  le  fil  des  bobines 
était  composé  comme  un  câble  de  1 1  fils  isolés  l'un  de 
l'autre.  Le  câble  était  faiblement  tordu;  comme  aussi 
les  bouts  de  chaque  bobine,  longues  de  plus  d'un  mètre, 
étaient  entrelacés  et  conduits  de  côté  à  un  commutateur, 
où  les  22  bouts  des  fils,  qui  étaient  situés  tout  près  l'un 
de  l'autre,  pouvaient  être  réunis  d'une  manière  quel- 
conque. 

On  pouvait  de  cette  manière,  en  conservant  invariable 
la  position  des  bobines,  augmenter  leur  action  sur  le 
galvanomètre   2,   3   et  jusqu'à  11  fois.     Il   va  sans   dire 
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qu'il  fallait,  en  faisant  varier  ces  combinaisons,  veiller  à 
ce  que  le  conducteur  total  du  courant  principal  en 
dehors  des  bobines  n'exerçât  aucune  action  immédiate 
sur  le  galvanomètre,  ce  qu'on  a  obtenu  en  retirant  les 
bobines  du  circuit  et  en  compensant  le  reste  du  con- 
ducteur au  moyen  d'un  nœud  du  conducteur  qui  était 
placé  tout  près  de  l'observateur. 

Le  galvanomètre  était  un  appareil  de  Thomson  à 
miroir  plan  et  se  lisait  à  l'aide  d'une  lunette.  Il  y  avait 
deux  bobines;  l'inférieure,  qui  contenait  un  assemblage 
de  petites  aiguilles  aimantées,  avait  un  fil  épais;  et  la 
supérieure,  dont  on  s'est  servi  exclusivement  dans  ces 
expériences,  était  composée  d'un  fil  double,  mince  et 
très  long,  qui  entourait  l'aimant  auquel  était  fixé  le 
miroir. 

Toutes  les  expériences  ont  été  faites  dans  un  local 
non  chauffé.  La  variation  du  zéro  du  galvanomètre 
pendant  la  durée  d'une  suite  d'expériences  a  été  com- 
pensée par  un  aimant  placé  dans  le  voisinage  de  l'ob- 
servateur. Le  rhéostat  était  un  rhéostat  de  Siemens  et 
allait  de  une  jusqu'à  10000  unités;  il  fut  parfois  combiné 
avec  un  autre  qui  allait  de  ~  d'unité  à  une  unité. 

Par  calibrage  on  a  trouvé  que  le  premier  rhéostat 
était  tellement  exact,  qu'il  n'était  pas  nécessaire  de  con- 
struire un  tableau  de  corrections.  Je  peux  ajouter  que 
le  rhéostat  était  à  ce  moment  tout  neuf  et  qu'il  apparut 
six  mois  plus  tard  de  variations  sensibles  qui  rendirent 
nécessaire  un  ajustage  nouveau. 

II.     Calibrages  des  tubes  de  verre. 

Tous  les  calibrages  ont  été  exécutés  par  M.  le  Dr. 
Topsoe.    A  une  petite  distance  du  cathétomètre,  qui  était 
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placé  sur  des  fondations  de  béton,  était  placée  verticale- 
ment une  planche  d'acajou  fixée  sur  une  table  qui  pareille- 
ment reposait  sur  des  fondations  de  béton.  Dans  cette 
planche  étaient  encastrés  le  mètre  normal  et,  à  côté  de 
lui,  le  tube  à  calibrer. 

Le  calibrage  des  tubes  étroits  fut  exécuté  de  cette 
manière:  une  petite  colonne  de  mercure  était  déplacée 
par  le  tube  de  telle  façon  que  la  surface  inférieure  de  la 
colonne  touchât  chaque  fois  la  surface  supérieure  de  la 
colonne  dans  sa  position  précédente.  C'est  ce  qu'on  a 
pu  réaliser  aisément  et  avec  une  grande  exactitude  de  la 
manière  suivante.  Un  tube  de  verre,  de  la  forme  que 
fait  voir  la  figure,   était  placé  horizontalement  dans  une 
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Fig.  1. 

rainure  de  la  planche  que  nous  avons  mentionnée  plus 
haut.  Au  bout  recourbé  du  tube  fut  fixé  verticalement 
le  tube  qui  devait  être  calibré.  L'autre  branche  verticale 
du  tube,  qui  servait  à  verser  de  mercure  dans  l'appareil, 
fut  fermée  par  un  bouchon  de  verre.  L'appareil  était 
fermé  par  un  bouchon  muni  d'un  écrou,  par  lequel 
passait  une  vis  longue  et  fine.  Le  tout  était  fait  en 
acier.  Au  moyen  de  ladite  vis  on  pouvait  faire  monter 
le  mercure  à  une  hauteur  arbitraire  dans  le  tube  qui 
fut  calibré. 

Le  tube  était  doublement  recourbé  vers  le  haut  et  étiré 
en  pointe.  Après  avoir  fait  monter  le  mercure  jusqu'à 
la  pointe,    il   fut  de  nouveau  retiré,    de  manière  que  la 
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colonne  fût  suivie  d'une  petite  bulle  d'air  et  puis  d'une 
colonne  de  mercure  longue  de  deux  millimètres  environ. 
C'est  au  moyen  de  cette  dernière  colonne  que  le  cali- 
brage a  été  exécuté. 

Le  calibrage  accompli ,  on  a  fait  sortir  du  tube  la 
petite  colonne  qui  fut  recueillie  dans  une  coupe  et  pesée. 
Puis,  séparée  par  une  bulle  d'air,  une  colonne  plus  longue, 
dont  la  longueur  correspondait  à  peu  près  à  toute  la 
longueur  calibrée  du  tube,  fut  refoulée  dans  le  tube.  Après 
avoir  mesuré  la  longueur  de  cette  colonne  et  sa  position  par 
rapport  à  une  marque  qui  se  trouvait  sur  le  tube,  on  a 
fait  sortir  cette  colonne  et  elle  a  été  pesée.  Enfin  on  a 
ôté  le  tube,  dont  on  a  détaché  les  bouts  dans  le  voisi- 
nage des  limites  de  la  partie  calibrée  et  dont  les  deux 
extrémités  ont  été  rodées  en  forme  de  cône.  Puis  la 
longueur  du  tube  a  été  mesurée. 

Soient 

les  longueurs  de  la  petite  colonne  de  mercure  dans  ses 
positions  différentes  et  posons 

K+K+K  •  ••  A»  =  L- 

De  plus  désignons  par  L'  la  longueur  de  la  (grande) 
colonne  de  mercure  introduite  ensuite,  et  par  X[  et  Xn 
les  parties  restantes  de  la  longueur  calibrée;  alors  on 
aura 

L À[ An    =    L'. 

Pareillement,  soient  L"  la  longueur  du  tube  détaché,  À[' 
et  An  les  parties  restantes  de  la  longueur  calibrée  et  par 
suite 

l— x;—xn  =  L". 
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La  résistance  R'  de  la  colonne  de  mercure  L"  peut 
alors  être  exprimée  par 

«  =  r(^.  +  ^+...+^  +  ^=^\  , 

où    r    désigne    la    résistance    spécifique    du    mercure    et 
s,   s2  ...   sn    les    sections    moyennes    correspondantes    à 

/jî  /2  •  ■  •  "n  ' 

Soient  w  et  W  les  poids  réduits  au  vide  de  la 
petite  colonne  calibrante  et  de  la  colonne  L.  Les  vo- 
lumes de  ces  colonnes  sont  désignés  par  v  —  2  a?  et 
V — 2  a?,  a?  étant  le  petit  volume  limité  par  la  surface 
convexe  de  l'extrémité  de  la  colonne,  du  plan  tangent 
à  son  centre  et  par  la  surface  cylindrique  intérieure  du 
tube.  Par  suite,  si  l'on  désigne  par  p  le  poids  d'une  unité 
de  volume  de  mercure  à  0°  G. ,  ce  que  nous  supposons 
provisoirement  être  la  température  pendant  la  durée  de 
l'expérience,  on  aura 

w  =  p(v  —  2a?)*,      W  ■-=  p(V — 2a?),  *  note  3. 

et  par  conséquent 

W  -w  =  p(V—v). 
De  plus  nous  avons 

y      y  \ 

v  =  s^  =  sj2  =  .... 
Si  l'on  pose 

3       L         *     3       L         ^  L         ^ 

1      n  1      2      n  2  n 

les  quantités   ox,   o0  . . .  dn  étant  très  petites,    et   si   l'on 
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introduit  la  notation 

5>2      |        JN2 

01  +  02      •' 

.   d2 

n 

=  2X 

on  obtiendra 

W—w\  =  m(n—\  —  *±- 

Xn\ 

/LL" 

*  NOTE  4.  ^  /i         *n '  ^      W 


Ax  0--  An  On  +  2  0 


Supposons  que  les  mesures  des  longueurs  L  et  L" 
aient  été  faites  aux  températures  t'  et  t",  et  que  la 
température  à  laquelle  l'étalon  normal  est  juste  soit 
to( — 1°,25);  de  plus  soient  b  et  g  les  coefficients  de 
dilatation  linéaire  du  laiton  et  du  verre  et  y  le  coef- 
ficient de  dilatation  cubique  du  mercure.  La  rési- 
stance de  la  colonne  de  mercure  réduite  à  zéro  est  alors 
déterminée  par 

n,  l+6(*'+*"— 2*o)  +  0(2*'—  t") 

*  NOTE  5.  B   =--    B'  — — 1     ,       ,,         V —  .  * 

Les  valeurs  des  constantes,   dont  on  s'est  servi  ici,  sont 

p  =   13,5952  ,  y  =  0,0001795 ,  b  =  0,000018  ,  g  =  0,0000084. 

En  ce  qui  concerne  la  constante  r  employée  ci- 
dessus,  on  peut  remarquer  qu'on  obtiendra  B  exprimé  en 
unités  de  mercure  ordinaires,  si  les  longueurs  sont  éva- 
luées en  millimètres,  les  poids  en  milligrammes  et  si  l'on 
pose  r  =  ro^. 

Les  résultats  des  mesures  étaient  : 
Tube  n°  1. 

L   =  308,119,      ;kl  =      19,406,     Àn    =   19mm,315, 

L'  =   357,042 ,       X\  =        4,685 ,      X'n   =      Gmm,382  , 

L"=  364,61,      ;"  =    -0,87,      An  =    4mm,38. 

n  =   19,    t'  =  10°,o,    r=  ll°,o. 

W  =  1395m*r,75,     w  =  75m^r-,40,     lô2  =  0,4714. 

B  =  1,26612  unités  de  mercure. 
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Tube  n°2. 

L    =   445,36,       À1   =       19,965,       An   =      20mm,434,* 

L'  =  442,32,     À[  =       3,06,       A'„  =    -0mm,0i, 

L"=   435,30,       ;;'=     -1,58,        /„'==      llram,66. 

n  =  22,     *'  =  9°,6,     *"  =  9°,0. 

PF  =   351ra^,72,      W   =    lGms\05,      Id2=    1,1714. 

#  =  7,42980  unités  de  mercure. 
Le    calibrage    des   tubes   larges   qui   devaient    servir 
aux  mesures  absolues  de  résistance ,  savoir 

A 

trois  tubes  longs  d'un  mètre  et  larges  d'un,  qPjj  -5 
deux,  trois  centimètres ,  fut  exécuté  de  la 
manière  suivante.  Les  tubes  étaient  fermés 
à  un  bout  par  un  couvercle  de  fer  muni 
d'un  robinet,  et  à  l'autre  bout  entourés 
d'une  boîte  de  fer.  Si  l'on  voulait  remplir 
un  tube  avec  du  mercure,  après  l'avoir 
placé  horizontalement,  on  le  mettait  en 
communication  avec  une  machine  pneuma- 
tique au  moyen  d'un  tube  de  verre  muni 
d'un  robinet  de  verre,  et  l'on  faisait  le  vide 
autant  que  possible,  puis  on  introduisait  le 
mercure  au  moyen  du  robinet  de  fer.  Puis 
le  tube  de  mercure  était  placé  en  position 
verticale,  et  l'on  attachait  à  son  extré- 
mité supérieure  l'appareil  d'acier  représenté 
par  la  fig.  2. 

Il  était  composé  d'une  enveloppe  extérieure  immo- 
bile portant  une  fente,  et  d'une  enveloppe  intérieure, 
munie  en  bas  d'un  tenon  dirigé  par  la  fente  et  en  haut 
taillée  en  forme  d'une  vis  fine  qui  passait  par  un  écrou 
et  enfin  à  l'intérieur  d'une  barre  d'acier  pointue  aux 
deux  extrémités  qui   pouvait   à  volonté  être  déplacée  et 


*  NOTE  6. 


Fig.  2. 
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fixée.  Le  tout  était  soigneusement  arrondi.  La  pointe 
inférieure  fut  abaissée  jusqu'à  ce  qu'elle  touchât  à  la 
surface  du  mercure,  ce  qui  fut  observé  avec  la  lunette, 
puis  on  visa,  avec  la  lunette  du  cathétomètre,  sa  pointe 
supérieure,  dont  on  mesura  la  hauteur.  Ensuite  le  mer- 
cure fut  peu  à  peu  vidé  par  portions  convenables,  presque 
égales  entre  elles,  et  l'on  continua  de  cette  manière  les 
mesures  sur  toute  la  longueur  du  tube  qui  devait  être 
calibré. 

Le  plus  large  des  trois  tubes  était  percé  de  quatre, 
les  autres  de  deux  trous  fins  et  coniques.  Chaque  trou 
avait  une  fermeture  imperméable  à  l'air,  consistant  en 
une  petite  plaque  de  platine  retenue  par  un  ressort  de 
montre  qui  entourait  presque  le  tube.  Les  bouts  re- 
courbés de  celui-ci  étaient  liés  par  un  fil  de  cuivre,  qui 
servait  pendant  les  expériences  suivantes  comme  con- 
ducteur électrique.  Quand  le  mercure,  au  cours  du  cali- 
brage, arrivait  juste  au-dessous  d'un  de  ces  trous,  le 
ressort  était  détaché  et  déplacé;  la  pointe  inférieure 
était  placée  au  point  milieu  du  trou,  qu'on  pouvait  en- 
core observer  assez  commodément  avec  la  lunette;  et 
puis  on  observait  la  hauteur  de  la  pointe  supérieure. 
De  plus  on  a  mesuré  séparément  la  distance  des  trous 
qui  tous  étaient  placés  sur  une  même  ligne  verticale. 

Gomme  on  ne  pouvait  pas  éviter,  pendant  la  durée 
des  expériences,  de  petites  variations  de  la  température, 
les  mesures  ont  été  par  de  petites  corrections  rapportées 
à  une  température  commune  moyenne. 

Soient  L  la  longueur  calibrée  à  la  température 
moyenne  t,  W  le  poids  correspondant  du  mercure  versé, 
IJ  la  distance  de  deux  trous  mesurée  à  la  température 
t'.    La  résistance  R'  de  la  colonne  de  mercure  comprise 
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entre  les  deux  trous  peut  sans  correction  de  température 
être  déterminée  par 

R'W  =  rpLL'fi, 

H  étant  un  nombre  qui  ne  diffère  que  peu  de  l'unité  et 
qui  représente  la  correction  provenant  de  la  forme  im- 
parfaitement cylindrique  du  tube;  cette  correction,  cal- 
culée par  des  mesures  particulières,  est  très  petite,  comme 
on  le  verra  par  la  suite;  et  c'est  pourquoi  il  n'est  pas 
nécessaire  de  rapporter  ici  en  détail  les  mesures  qui  for- 
ment la  base  de  ce  calcul.  De  la  valeur  de  R'  trouvée 
de  cette  manière  on  peut  ensuite  déduire  la  résistance 
R  correspondant  à  0°  de  la  même  manière  que  ci-dessus, 
sauf  qu'on  remplace  ici  t'  et  t"  par  t  et  t'. 

Les  résultats  des  mesures  étaient: 
Tube  n°  1. 

L  =  525mm,93,      t  =  12°,49,     W  =  2312197mer-, 

L'=499mm,35,       t'=    10°,6,         fi     =-    1,000071 

d'où 

R  =  0,00154180  unités  de  mercure.  *  *  note  7. 

Tube  n°2. 

Ce  tube   était  percé  de   quatre  trous  A,  B,  C,  D. 
La   résistance   à   0°   des   colonnes   limitées  par  ces  trous 
sont  désignées  par  AB,  BC,  CD. 
AB. 


L  = 

200mm,45 , 

t  = 

H°,70, 

W  = 

2103229m*r , 

L'  = 

199mm,79  , 

t'  = 

9°,o, 

P-    = 

1,000006. 

BC. 

L  = 

203mm,i9, 

t  = 

10°,79  , 

W  = 

2124558m*r-, 

L'  = 

199mrn,97, 

t'  = 

9°,o, 

p-  = 

1,000021  . 

CD. 

L  = 

201mm,09, 

t  = 

11°,22, 

w  = 

2082375m?r , 

L'  = 

200mm,45 , 

t'  = 

9°,o, 

!l    = 

1,000010 
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d'où 
*  note  8.  AB  =  0,00025836  imités  de  mercure,* 

BC    =   0,00025964        — 
CD    =  0,00026279 

Gomme  on  a  reconnu  plus  tard,  par  les  mesures 
des  résistances  absolues,  qu'on  obtenait  les  résultats 
les  plus  exacts  avec  les  colonnes  de  mercure  qui  avaient 
la  plus  petite  résistance,  on  n'a  fait  aucune  détermination 
de  la  résistance  absolue  au  moyen  du  troisième  tube,  dont 
la  résistance  était  0,0062215  unités  de  mercure. 

III.     Coefficient   de   température  de  la   résistance  de  con- 
duction du  mercure. 

Le  mercure  employé  à  toutes  les  expériences  était 
préparé  par  M.  le  Dr.  Topsoe  de  deux  manières  différentes. 
Une  partie  était  soigneusement  purifiée  de  la  manière 
ordinaire,  sans  être  pourtant  distillée,  l'autre  partie  était 
produite  en  quantité  considérable  par  la  distillation  d'un 
oxyde  de  mercure,  préparé  lui  même  avec  du  mercure 
purifié.  Ces  deux  modes  de  préparation  n'ont  donné 
lieu,  dans  des  expériences  réitérées,  à  aucune  différence 
appréciable  dans  la  conductibilité  électrique. 

Dans  les  expériences  en  question  on  s'est  servi  de 
deux  tubes  non  calibrés  dont  les  bouts  ouverts  étaient 
élargis  en  forme  de  réservoirs  cylindriques.  Le  premier 
tube,  long  d'un  mètre  environ,  large  de  lmm  était  tordu 
en  spirale  l'autre  long  de  260mm,  large  de  0ram,i  était 
récourbé  en  forme  d'U. 

Après  avoir  été  remplis  avec  du  mercure,  les  tubes 
furent   placés  sous  le  récipient  d'une  machine  pneuma- 


143 


tique,  et  la  résistance  fut  observée  pendant  qu'on  faisait 
le  vide.  Si  le  mercure  contenait  de  petites  bulles  d'air, 
celles-ci  grossiraient  par  la  raréfaction  de  l'air  du  réci- 
pient, et  la  résistance  augmenterait.  En  môme  temps  il 
faudrait  qu'une  petite  augmentation  de  la  résistance  se 
produisît  seulement  par  la  diminution  de  la  pression  sur 
le  mercure;  mais  au  contraire  j'ai  trouvé  une  petite 
diminution  constante  de  la  résistance,  qui  pour  le  tube 
en  U  monta  à  0,076  pour  cent.  Dans  d'autres  expériences 
qui  seront  mentionnées  plus  tard,  dans  lesquelles  on  s'est 
servi  de  tubes  droits  placés  horizontalement  et  dont  les 
extrémités  étaient  couvertes  de  mercure,  on  n'a  pas 
observé  d'anomalie  pareille.  C'est  pourquoi  je  suppose 
qu'elle  tient  à  l'épuisement  de  l'air  contenu  entre  le  verre 
et  le  mercure  dans  les  parties  supérieures  des  tubes. 
En  tout  cas  les  expériences  ont  fait  ressortir  qu'aucune 
bulle  d'air  appréciable  ne  pouvait  se  trouver  dans  les 
tubes. 

Puis  on  a  placé  l'un  des  tubes  dans  un  réservoir 
rempli  d'alcool,  qui  était  entouré  d'un  réservoir  plein 
d'eau,  par  lequel  la  température  du  premier  réservoir 
a  été  rendue  constante.  Le  premier  réservoir  contenait 
de  plus  un  thermomètre  normal  divisé  en  dixièmes  de 
degré  et  un  agitateur. 

Les  mesures  de  la  résistance  ont  été  faites  de  la 
manière  indiquée  ci-dessus.  On  désigne  par  AB  la  ré- 
sistance d'une  colonne  de  mercure  à  la  température  t 
contenue  dans  un  des  tubes,  par  BC  la  résistance  d'un 
fil  de  platine  qui  relie  le  tube  à  un  rhéostat,  dont  la 
résistance  CD  était  dans  la  première  série  d'expériences 
une  unité  de  Siemens,  dans  la  seconde  30. 
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Tube  en  forme  de  spirale: 

t  =  13°,28    k-AB  =  £  +  2464,2 
£.,42)  =  £  +  6671,5 
k-BD  =  G  +   743,1 
d'où 

G  =  3464,2,    k-BD  =  4207,3 

k-AB  =  5928,4  (cale:  5928,3). 

«  =  10°,oo    k-AB  =  G  +  2445,9 
k-AD  =  G  +  6654,0 

À>£7)  =  £  +   743,0 
d'où 

£  =  3465,1,    k-BD  =  4208,1 

k-AB  =  5911,0  (cale:  5911,0). 

*  =  0°  À >JJ3  =  £  +  2392,6 

k-AD  =  £  +  6600,0 

£•£/)  =  £  +   741,8 
d'où 

G  =  3465,6,    k-BD  =  4207,4 

k-AB  =  5858,2  (cale:   5858,2). 

*  =  27°,32     k-AB  =  £  +  2537,8 

fc.AD  =  6? +  6746,0 

À>5/>  =  6?+   743,5 
d'où 

£  ==  3464,7,    k-BD  =  4208,2 

À>AB  =  6002,5  (cale:  6002,5). 

Les  valeurs  calculées  sont  déduites  de  la  formule 

k-AB  =  5858,2(1  +0,0009013  *), 

et  sont,  comme  on  voit,  presque  complètement  en  con- 
cordance avec  les  valeurs  observées. 
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Tube  en  U: 

Le  fil  double  du  galvanomètre  était  ici  réuni  en  un. 
t  =    8°,32  k-AD  =  G  +  8773,1, 

k-BD  =  6? +  396 1,2 


d'où 


k-AB  =  4811,9  (cale:  4811,9). 


t  =  33°,43  k-AD  =  G  +  8882,8, 

k-BD  =  6?+ 3961,2 


d'où 


k-AB  =  4921,6  (cale:  4921,8). 


t  =  35°,31  fc.^D  =  6? +  8891,3, 

k-BD  =  G +  3961,0 
d'où 

k-AB  =  4930,3  (cale:  4930,i). 

Les  calculs  sont  exécutés  d'après  la  formule 

k-AB  =  4775,6(1  +  0,0009160- 

Les  coefficients  trouvés  ici  pour  l'augmentation  ap- 
parente de  la  résistance  du  mercure  dans  les  tubes  de 
verre  pour  un  échauffement  d'un  degré  sont  donc 

0,0009013    entre    0°        et    27°,32, 
0,000916     entre    8°,32   et    35°,3i. 

Les  coefficients  sont  un  peu  plus  grands  que  ceux 
qui  ont  été  trouvés  par  Lenz  et  concordent  presque 
avec  les  coefficients  trouvés  par  Siemens  et  récemment 
par  Mascart. 

IV.     Influence  de  la  capillarité  sur  la  conductibilité 

du  mercure. 

Dans  une  séance  de  la  conférence  électrique  inter- 
nationale  de    1882,    Becquerel  a   appelé    l'attention   sur 

II.  10 


146 


ladite  source  d'erreur*;  à.  ce  sujet  Helmholz  a  fait 
remarquer  que  Siemens  a  toujours  trouvé  la  plus  grande 
concordance  entre  la  résistance  observée  du  mercure  et 
celle  qu'on  avait  calculée  pour  des  colonnes  dont  les 
diamètres  variaient  de  lmm  à  2mm,  et  Boscha  a  fait  savoir 
que  Rink  (de  Delft)  avait  comparé  des  tubes  différents 
et  trouvé  des  résultats  concordants  à  ^~  près.     Gomme 

(000    i 

il  fallait  que  mes  déterminations  absolues  fussent  ex- 
écutées avec  des  colonnes  d'un  diamètre  compris  entre 
2cm  et  3cm,  tandis  que  la  résistance  normale  devait  être 
rapportée  à  une  colonne  dont  la  section  transverse  était 
d'un  millimètre  carré,  j'ai  cru  nécessaire  de  rechercher, 
par  des  expériences  précises,  si  les  modifications  molé- 
culaires de  la  surface  du  mercure  le  long  des  parois  du 
tube  de  verre  pouvaient  produire  quelque  changement 
appréciable  dans  la  conductibilité  du  mercure. 

Les  premières  expériences  ont  été  faites  au  moyen 
d'une  auge  formée  d'épaisses  plaques  de  verre  à  glace. 
Sur  une  base  de  verre  à  glace  étaient  fixées  avec  de  la 
colle  de  poisson  deux  pièces  de  verre  à  glace  hautes  de 
lcm,  à  une  distance  de  2cm  l'une  de  l'autre.  Deux  plaques 
d'acier  formaient  les  extrémités  de  l'auge.  Elle  fut  rem- 
plie de  mercure  et  l'on  avait  placé  une  plaque  de  verre 
à  glace  tout  près  et  au  dessus  de  la  surface  du  mercure. 
Dans  cette  plaque  étaient  percés  quatre  trous,  deux  plus 
grands  et  deux  plus  petits;  dans  ces  derniers  étaient 
placées  deux  aiguilles  à  coudre  perpendiculaires  à  la 
plaque.  Elles  étaient  en  communication  avec  le  galvano- 
mètre et  on  faisait  passer  un  fort  courant  par  les  ex- 
trémités  de   l'auge   et  par   les  bobines   placées    dans    le 

*  Procès-verbaux  p.  68.     1882. 
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voisinage  du  galvanomètre.  La  résistance  de  la  colonne 
de  mercure  comprise  entre  les  deux  pointes  des  aiguilles 
fut  déterminée  comme  dans  les  expériences  précédentes; 
puis  on  observa  si  la  résistance  variait,  quand  on  abais- 
sait le  couvercle  jusqu'à  la  surface  clu  mercure. 

On  a  en  effet  toujours  constaté  une  petite  différence 
de  résistance,  en  opérant  ainsi;  mais  elle  était  tantôt 
positive,  tantôt  négative,  et  il  ressortit  des  expériences 
que  cette  différence  était  produite  par  la  pression  exercée 
sur  la  surface  du  mercure. 

Or  cette  pression  pouvait  être  tantôt  positive,  tantôt 
négative,  selon  que  l'auge  était  plus  ou  moins  complète- 
ment remplie  de  mercure. 

La  première  circonstance  pouvait  être  reconnue  à 
ce  fait,  que  la  surface  du  mercure  était  convexe  dans 
les  deux  grands  trous  du  couvercle,  tandis  que  cette  sur- 
face était  concave  dans  le  cas  contraire.  Mais  par  l'effet 
de  ces  pressions,  les  parois  de  l'auge  étaient  un  peu 
courbées:  sous  une  pression  intérieure  plus  grande  la 
section  transversale  était  agrandie,  la  résistance  diminuée 
et  inversement.  Il  résulta  des  mesures,  que  la  différence 
produite  par  le  contact  seul  du  couvercle  et  du  mercure 
ne  pouvait  pas  excéder  j^  de  la  résistance  totale,  si 
même  cette  différence  se  produisait. 

L'action  de  la  capillarité  influe  sur  la  formule  de  la 
résistance  de  conduction  d'une  colonne  de  mercure,  en 
ce  sens  qu'on  doit  ajouter  â  la  section  transversale  de 
la  colonne  un  terme  proportionnel  au  périmètre.  Il  res- 
sort de  là  que  cette  action  doit  en  premier  lieu  devenir 
appréciable  dans  les  expériences  sur  des  tubes  très 
étroits.      C'est    pour    cette    raison    que   j'ai    exécuté    les 

mesures  sur  de   pareils  tubes,    et  tout   d'abord  sur  les 

10* 
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tubes  calibrés  mentionnés  ci-dessus  sous  les  nos  1  et  2, 
dont  les  diamètres  étaient  0mm,606  et  0mra,273. 

Le  tube  fut  fixé  dans  un  trou  percé  au  milieu  d'un 
bloc  carré  de  bois  (l'arête  du  carré  avait  2cm;  l'épaisseur 
du  bloc  lcm),  qui  fut  placé  dans  une  auge  construite  de 
la  manière  décrite  ci -dessus,  mais  ayant  une  hauteur 
double. 

L'auge  fut  remplie  de  mercure,  comme  aussi  le  tube 
par  lequel  les  deux  parties  de  l'auge  étaient  en  commu- 
nication. Le  couvercle  permettait  de  lui  donner  une 
fermeture  imperméable  à  l'air,  et  l'on  pouvait  aspirer 
l'air  pendant  qu'on  observait  la  variation  de  la  résistance. 
De  cette  manière  je  me  suis  gardé  d'avance  de  la  pré- 
sence de  petites  bulles  d'air  dans  le  tube.  Puis  on  a 
de  nouveau  ôté  le  couvercle,  et  les  mesures  ont  été  faites 
de  la  même  manière  que  précédemment,  le  courant  prin- 
cipal étant  conduit  par  les  extrémités  de  l'auge  et  une 
unité  de  Siemens,  tandis  que  deux  points  de  ce  conduc- 
teur étaient  en  communication  avec  le  galvanomètre. 
Les  expériences  ont  fait  ressortir  qu'aucune  différence 
ne  se  produisait  dans  la  résistance  mesurée,  quand  les 
deux  bouts  du  conducteur  qui  communiquait  avec  le 
galvanomètre  étaient  mis  en  contact  avec  le  mercure  des 
deux  côtés  du  bloc,  puis  déplacés  le  long  des  parois  du 
tube  jusqu'à  ses  deux  extrémités.  Au  contraire  une  varia- 
tion appréciable  s'est  manifestée  aussitôt  que  les  points 
de  dérivation  étaient  amenés  plus  loin,  en  dehors  des 
surfaces  extrêmes.  C'est  pourquoi  l'on  pouvait  admettre 
que  la  différence  potentielle,  mesurée  lorsque  les  points 
de  dérivation  se  trouvaient  dans  le  voisinage  du  bloc 
de  bois,  était  identique  à  celle  de  deux  points  placés  aux 
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extrémités  du  tube  sur  la  circonférence  extérieure  de  sa 
paroi  de  verre. 

Si  l'épaisseur  de  la  paroi  de  verre  peut  être  consi- 
dérée comme  infiniment  grande  en  comparaison  du  dia- 
mètre intérieur  du  tube,  la  résistance  mesurée  de  le 
manière  indiquée  correspondra  à  la  résistance  de  la 
colonne  de  mercure  du  tube  prolongée  de  0,82  fois  le 
diamètre  intérieur.  On  doit  pourtant  ajouter  une  petite 
correction  à  ce  nombre,  qu'a  calculé  Lord  Rayleigh, 
quand  l'épaisseur  des  parois  de  tube  est  finie,  correction 
que  j'ai  cherché  à  déterminer  aussi  bien  par  le  calcul 
que  par  l'observation.  Je  ne  rapporterai  ici  que  mes 
expériences  à  ce  sujet.  Elles  furent  faites  au  moyen 
d'un  tube  long  de  300mm,  large  de  2mm,724  à  sa  surface 
intérieure  et  de  4mm,2  à  sa  surface  extérieure.  On  a 
d'abord  déterminé  la  résistance  de  ce  tube.  Puis  on  l'a 
coupé  en  deux  parties,  longues  à  peu  près  de  200mm  et 
100mm  et  on  a  mesuré  la  résistance  de  chaque  partie  sé- 
parément; enfin  la  partie  la  plus  longue  a  été  divisée  en 
deux  fragments  égaux  et  l'on  a  de  nouveau  déterminé 
la  résistance  de  chaque  morceau  séparément. 

Si  l'on  désigne  par  d{  et  de  les  diamètres  intérieur 
et  extérieur  du  tube,  on  trouve  par  l'expérience  la  for- 
mule empirique 

0,82  —  0,35  -,- , 

exprimant  le  nombre  qui,  pour  des  dimensions  finies, 
doit  remplacer  le  nombre  de  Rayleigh. 

J'avais  en  vue  de  déterminer  de  la  même  manière 
directe  la  correction  du  tube  n°  1  ;  mais  le  tube  fut  brisé 
accidentellement  avant  l'exécution  des  premières  me- 
sures.   Les  deux  morceaux  furent  fixés  séparément  dans 
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deux  blocs  carrés  et  placés  dans  l'auge,  qui  de  cette 
manière  fut  divisée  en  trois  parties.  La  distance  des 
deux  extrémités  des  tubes  qui  étaient  tournées  l'une 
vers  l'autre  était  presque  de  3cm. 

Si  l'on  désigne  par  R  la  résistance  totale  des  deux 
tubes  et  de  l'espace  intermédiaire ,  par  S  la  résistance 
de  mon  unité  de  Siemens  et  par  x  celle  du  conducteur 
qui  faisait  communiquer  ces  appareils,  on  aura  les  résul- 
tats suivants  des  mesures  dans  lesquelles  les  deux  fils 
du  galvanomètre  étaient  réunis  en  un: 

t  =  10°,io       k(R+S-\-x)  =  9063,3  +  67, 

k{R  +  x)  =  4766,8  +  67, 

k(S  +  x)  =  3551,0  +  G 

d'où 

R  =    1,28297  S. 

Par  des  expériences  directes  on  a  trouvé  que  la 
résistance  de  l'espace  intermédiaire  entre  les  tubes  était 
égale  à  0,00009  S.  Par  réduction  à  0°  G.  au  moyen  du 
coefficient  de  température  0,00090,  on  trouve  par  consé- 
quent que  la  résistance  totale  des  deux  tubes  est  égale  à 

1,27132*9. 

L'unité  de  Siemens  employée  était  signée  :  Dec  82, 
Nr.  2713,  a  =  0,000340,  richtig  bei  15°,5.  Ramenée  à 
cette  température,  la  valeur  trouvée  se  réduit  à 

1,20899  imités  de  Siemens. 

Gomme  vérification,  l'unité  employée  a  été  comparée 
avec  une  unité  normale  B.A.  (vérifiée  par  Lord  Rayleigh, 
juin  1882,  n°  54,  a  =  0,00025,  juste  à  11°,5);  on  a  trouvé 
ainsi 

\S   =   0,95411  B.  A., 
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tandis  que  Lord  Rayleigh  et  Mrs.  Sidgewick*  ont  trouve, 
en  mesurant  les  résistances  de  colonnes  ae  mercure 
dont  le  diamètre  variait  entre  lmm  et  2mm, 

1  unité  de  mercure  =  0,95418  B.A. 

La  résistance  du  tube  trouvée  par  le  calibrage  (p.  141) 
était  de  1,26612  unités  de  mercure  et  la  correction  par 
rapport  aux  quatre  bouts  des  tubes,  calculée  par  la 
formule  indiquée  ci -dessus,  dans  laquelle  il  faut  poser 
di  =  0mm,6056  et  d€  =  3mm,2,  était  de  0,00315  unités  de 
mercure.  Par  conséquent  la  résistance  du  tube,  obtenue 
par  le  calibrage  est  de 

1,26927  unités  de  mercure. 

A  supposer  que  mon  unité  de  Siemens  correspondît 
exactement  à  l'unité  de  mercure ,  la  résistance  observée 
était  de  0,022  pour  cent  et,  avec  les  expériences  de  Lord 
Rayleigb  comme  base,  de  0,029  pour  cent  plus  petite  que 
la  résistance  théorique. 

Le  tube  calibré  n°  °2  avait  une  résistance  d'environ 
7  unités  de  Siemens;  et,  pour  le  mieux  comparer  avec 
mon  unité  normale  de  Siemens,  on  a  successivement  fait 
varier  le  nombre  des  tours  des  câbles  des  deux  bobines 
extérieures  introduites  dans  le  conduit  :  ainsi ,  l'on  a 
d'abord  dérivé  l'unité  de  Siemens  seule  au  galvanomètre 
en  se  servant  de  trois  combinaisons  différentes;  puis,  au 
moyen  d'une  quatrième  combinaison ,  le  tube  qui  était 
placé  dans  l'auge  remplie  de  mercure  de  la  manière 
indiquée.  Si  les  deux  résistances  sont  désignées  respec- 
tivement par   S  et  B,    et   le  rapport   des  intensités   du 

k' 
courant  principal  et  du  courant  dérivé  par  —  ,     n    étant 

n 

*  On  the  spécifie  résistance  of  mercury.     Phil.  trans.  of  the  Roy. 
Soc.    Part  1.    1883.    p.  173. 
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le  nombre  de  fois  qu'on  a  augmenté  les  tours  des  bobines 
(ici  successivement  9,  5,  2  et  10  fois),  les  résultats  des 
mesures  seront 

t  =  9°,32  k'S  =  9  (526,50  +  G  4-  S), 

k'S  =  5  (1635,60 +  £  + S), 
k'S  =  2(5378,7  +  £-f  S), 
k'E  =  10(8504,7  + £  +  i?). 

Dans  le  second  membre  de  ces  équations  on  peut 
avec  une  exactitude  suffisante  poser  S  =  1,    R  =  7,51, 

et  l'on  trouvera 

E  =   7,51057  £. 

La  résistance  du  tube  réduite  à  zéro  sera  par  consé- 
quent 
*  note  9.  7,43243  unités  de  Siemens.* 

La  résistance  trouvée  par  le  calibrage  monte  à 
7,42980  unités  de  mercure.  Le  diamètre  intérieur  du 
tube  était  0mm,273,  le  diamètre  extérieur  3mm,3,  d'où  l'on 
déduit  que  la  correction  par  rapport  aux  bouts  du  tube, 
calculée  comme  ci-dessus,  est  égale  à  0,00369  unités  de 
mercure.     La  résistance  corrigée  monte  par  conséquent  à 

7,43349  unités  de  mercure. 

La  résistance  calculée  par  les  mesures  directes  est 
par  conséquent  de  0,014  pour  cent  plus  petite  que  celle 
qu'on  a  calculée,  si  l'on  suppose  que  l'unité  normale  de 
Siemens  corresponde  exactement  à  l'unité  de  mercure. 

Gomme  les  déviations  trouvées  de  cette  manière 
sont  très  petites  et  comme  elles  sont  toutes  dirigées  dans 
le  même  sens,  on  peut  conclure  de  là  que  la  capillarité 
n'exerce  guère  d'influence  appréciable  sur  la  conducti- 
bilité du  mercure. 
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V.     Résistance  du  mercure  en  mesures  absolues. 

L'appareil  de  rotation  était  composé  d'un  cylindre 
creux  de  laiton,  placé  sur  une  plaque  de  bois  et  dans 
l'intérieur  duquel  se  trouvait  un  disque  de  laiton  ou  de 
cuivre  fixé  sur  un  axe.  Le  cylindre  était  long  de  lm,068, 
le  diamètre  extérieur  de  0m,333,  le  diamètre  intérieur  de 
0m,322.  Sur  la  surface  extérieure  du  cylindre  on  avait 
creusé  avec  une  machine  une  hélice  dans  laquelle  était 
placé  un  câble  composé  de  7  fils  de  cuivre  épais  de  imm. 
Chaque  fil,  comme  aussi  le  câble  entière,  était  entouré 
de  deux  couches  de  soie.  Ce  câble  faisait  472  tours 
autour  du  cylindre  et  les  bouts  du  câble  étaient  ramenés 
des  extrémités  de  la  bobine  au  milieu  du  cylindre  et  de 
là  chacun  allait  rejoindre  sa  vis  de  pression  placée  au 
support  du  cylindre.  En  mesurant  la  hauteur  de  chaque 
cinquantième  de  tour,  on  s'est  assuré  que  l'hélice  était 
parfaitement  régulière,  et  l'on  a  trouvé  la  hauteur  corres- 
pondante à  472  tours  égale  à  998mm,70. 

L'axe,  sur  le  milieu  duquel  était  fixé  le  disque,  était 
conique  dans  le  voisinage  de  ses  extrémités  qui  repo- 
saient sur  des  coussinets  isolés,  encastrés  dans  les  deux 
bases  du  cylindre.  On  pouvait  le  faire  tourner  au 
moyen  d'une  dynamo,  dont  l'axe  de  rotation  était  situé 
dans  le  prolongement  de  l'axe  du  cylindre  et  les  deux 
axes  étaient  liés  par  deux  joints  universels  isolés  et  par 
un  tube  de  laiton  long  de  4m,3,  épais  de  26mm,  que  sup- 
portaient quatre  coussinets  solides.  Quand  on  voulait  pro- 
duire une  vitesse  de  rotation  plus  grande  (soit  plus  de 
30  rotations  par  seconde),  on  se  servait  d'une  autre  dy- 
namo à  fil  plus  mince,  actionnée  par  une  machine  à 
vapeur;  pour  les  vitesses  plus  petites,  on  n'avait  au  con- 
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traire  besoin  que  du  courant  d'une  pile  galvanique  de 
10  à  20  éléments,  qui  permettait  d'obtenir  de  6  à  12 
rotations  par  seconde.  Une  partie  du  courant  qui  tra- 
versait la  dynamo  était  dérivée  par  un  circuit  latéral,  dans 
lequel  était  intercalé  un  rhéostat,  de  sorte  qu'on  pouvait 
aisément  régler  la  vitesse  de  rotation  en  faisant  varier 
la  résistance. 

La  force  électromotrice  induite  dans  le  disque  tour- 
nant fut  transmise  à  un  conducteur  par  deux  contacts, 
l'un  placé  au  centre  de  l'extrémité  de  l'axe,  l'autre  à  la 
périphérie  du  disque.  Le  premier  contact  était  formé 
d'une  pointe  conique  de  laiton,  qu'un  ressort  pressait 
contre  le  centre  de  l'axe  en  un  point  où  sa  surface  était 
à  peine  d'un  millimètre  carré.  L'autre  contact  était  formé 
d'une  pièce  mince,  d'un  centimètre  de  largeur,  du  même 
métal  que  le  disque  (cuivre  ou  laiton),  qui  était  soudée  a 
une  barre  pareillement  du  môme  métal.  La  pièce  tra- 
versait le  disque,  épais  de  llmm,8,  et  était  légèrement 
pressée  contre  lui  :  elle  était  revêtue  derrière  avec  du 
feutre  mou,  de  l'épaisseur  d'un  pouce,  qui  remplissait 
l'intervalle  compris  entre  elle  et  le  cylindre. 

La  barre  était  allongée  en  dehors  du  cylindre  et 
fixée.     Les  deux  contacts  étaient  huilés. 

Grâce  à  ces  dispositions,  les  courants  thermoélec- 
triques produits  par  les  contacts  sont  restés  assez  faibles 
et  constants,  et  le  disque  tournant  ne  fut  pas  échauffé 
d'une  manière  appréciable  par  la  rotation.  Du  reste  il 
n'a  pas  manqué  au  début  de  difficultés  à  surmonter 
pour  l'arrangement  des  contacts. 

De  l'un  des  contacts  un  fil  conducteur  allait  à  la 
colonne  de  mercure,  dont  la  résistance  de  conduction 
devait  être  déterminée;  de  là,  à  un  galvanomètre,  et  de 


155 


là  enfin  à  l'autre  contact.  Le  mercure  était  renfermé 
dans  un  des  tubes  calibrés  mentionnés  ci -dessus,  long 
d'un  mètre  et  large  de  2cm  ou  3cm.  Le  tube  était  placé 
verticalement  et  complètement  rempli  de  mercure;  mais 
tandis  que  le  courant  principal  parcourait  toute  la  colonne, 
le  courant  dérivé  au  galvanomètre  était  conduit  par  les 
trous  percés  dans  les  parois  du  verre  et  par  les  ressorts 
de  montre  qui  entouraient  le  tube.  Il  fallait  que  le 
résultat  fût  le  même,  lorsque  le  courant  principal  pas- 
sait par  les  trous  et  lorsque  le  courant  dérivé  sortait  des 
bouts  de  la  colonne.  Mais,  comme  cet  arrangement  ne 
présentait  pas  d'avantages  pratiques,  il  ne  fut  pas  essayé. 

Il  va  sans  dire  que  les  forces  électromotrices  qui 
sont  produites  dans  les  fils  conducteurs  du  galvanomètre 
par  le  disque  tournant  et  par  la  colonne  de  mercure 
doivent  être  dirigées  en  sens  inverse,  les  expériences 
ayant,  comme  on  sait,  pour  but  de  déterminer  la  vitesse 
de  rotation  du  disque  à  l'instant  où  ces  deux  forces 
électromotrices  se  détruisent  mutuellement. 

Le  galvanomètre  était,  comme  je  l'ai  dit  ci-dessus, 
un  galvanomètre  de  Thomson ,  et  l'on  s'est  servi  ici  de 
la  bobinette  inférieure  qui  avait  une  résistance  de  con- 
duction à  peu  près  égale  à  0,7  Ohm.  L'influence  du 
magnétisme  terrestre  sur  l'aiguille  aimantée  n'était  pas 
ordinairement  compensée  dans  ces  expériences  par  l'ai- 
mant extérieur  de  l'appareil ,  car  il  importait  au  plus 
haut  point,  que  les  oscillations  se  fissent  vite  (une  oscil- 
lation durait  environ  3  secondes).  A  une  force  électro- 
motrice d'un  millionième  de  volt  correspondait  une  dé- 
viation de  120mm  sur  l'échelle  observée  par  la  lunette. 
Pour  la  détermination  de  la  résistance  de  conduction  d'une 
colonne  de  mercure,    résistance  qui  faisait  0,00024  Ohm, 
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l'intensité  du  courant  était  2,9  ampères,  et  par  consé- 
quent la  force  électromotrice  à  mesurer  700  millionièmes 
de  volt,  ce  qui  correspondait  à  84000mm  de  l'échelle. 
Comme  la  déviation  du  zéro  de  l'échelle  n'excéda  guère 
10mm  dans  le  petit  nombre  de  secondes  écoulées  pendant 
qu'on  mesurait  la  vitesse  de  rotation  du  disque,  l'er- 
reur correspondante  ne  dépasserait  pas  ^  pour  cent. 

Le  chronographe.  Outre  le  disque  mentionné  ci- 
dessus,  placé  au  milieu  du  cylindre,  un  autre  tout  sem- 
blable était  fixé  en  dehors  du  cylindre  et  tout  près  de 
lui  sur  l'axe  tournant.  Ces  deux  disques,  dont  l'un  était 
de  laiton  l'autre  de  cuivre,  pouvaient  être  permutés.  Un 
ruban  de  papier  divisé  en  millimètres  entourait  le  bord 
du  disque  extérieur,  dont  la  circonférence  se  trouvait 
ainsi  divisée  en  940  parties  environ.  A  petite  distance 
du  ruban  étaient  placés  les  bouts  de  deux  fils  de  platine, 
desquels  des  étincelles  électriques  jaillissaient  toutes  les 
deux  secondes  sur  le  bord  du  disque  pendant  le  temps 
qu'on  mettait  à  mesurer  la  vitesse  de  rotation.  Pour 
pouvoir  reconnaître  la  succession  de  ces  marques  on  a, 
dans  tous  les  cas  où  il  en  était  besoin,  échangé  les 
positions  des  deux  fils  après  chaque  étincelle;  la  chose 
était  possible,  parce  que  ces  fils  étaient  placés  dans  un 
tube  mobile  autour  de  son  axe  et.  de  telle  manière  que 
l'un  des  bouts  de  fil  se  trouvait  dans  l'axe,  l'autre  en 
dehors.  De  cette  manière  on  ne  déterminait  que  la 
partie  fractionnaire  du  nombre  de  tours  faits  pendant 
la  durée  de  deux  secondes.  Le  nombre  entier  pouvait 
ou  être  déterminé  directement  ou  être  considéré  comme 
connu;  car  la  détermination  de  ce  nombre  entier  ne 
comportait  par  d'erreur  possible. 

Les    deux    fils    de   platine   étaient  en   relation    avec 
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une  machine  de  Ruhmkorff,  dont  le  courant  principal 
était  interrompu  toutes  les  deux  secondes.  Cette  inter- 
ruption fut  dans  toutes  expériences  finales  produite  par 
le  moyen  suivant,  simple  mais  parfaitement  satisfaisant. 
En  avant  du  chronomètre  était  placée  une  horloge  à  pen- 
dule, dont  on  se  servait  à  l'ordinaire  pour  faire  des  ex- 
périences sur  la  chute  des  corps  et  dont  la  marche  a 
souvent  été  comparée  avec  celle  du  chronomètre  par  la 
détermination  des  battements  de  pendule  coïncidants. 
A  la  pointe  inférieure  du  pendule  était  fixé  un  fil  de 
soie  long  d'un  mètre  à  un  mètre  et  demi,  dont  l'autre 
bout  était  fixé  à  la  même  hauteur,  dans  le  plan  d'oscil- 
lation du  pendule,  de  manière  que  le  fil  fût  faiblement 
tendu  par  chaque  oscillation  double  du  pendule.  Au 
milieu  de  ce  fil  était  suspendue  une  petite  pièce  de 
cuivre,  recourbée  en  arc,  dout  les  deux  branches  pas- 
saient par  deux  ceils  dans  deux  verres  cylindriques,  l'un 
entièrement  rempli  de  mercure,  l'autre  rempli  à  moitié 
d'alcool,  à  moitié  de  mercure. 

Pendant  les  oscillations  du  pendule,  la  petite  pièce 
de  cuivre  reposait  la  plupart  du  temps  sur  les  œils,  et 
ce  n'est  que  quand  le  fil  était  tendu,  qu'elle  se  trouvait 
lancée  en  haut  avec  une  grande  vitesse;  et  tout  était 
réglé  de  manière  que  la  pointe  d'une  branche  de  l'arc 
fût  élevée  au-dessus  du  mercure  dans  l'alcool,  au  moment 
où  l'on  jugeait  que  la  vitesse  était  la  plus  grande.  Par 
ce  mouvement  on  interrompait  le  courant  principal  de 
l'appareil  de  Ruhmkorff  et  en  même  temps  l'étincelle 
électrique  jaillissait  sur  le  disque  tournant. 

Disposition  des  expériences.  Les  appareils  étaient 
placés  dans  deux  chambres  séparées  par  une  troisième. 
Dans  la  plus  grande  se  trouvaient  l'appareil  de  rotation, 
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la  dynamo ,  le  chronographe  et  la  colonne  de  mercure 
dont  il  fallait  mesurer  la  résistance.  L'axe  commun  de 
l'appareil  de  rotation  et  de  la  dynamo  était  dirigé  ap- 
proximativement de  l'est  à  l'ouest  et  l'on  avait  eu  soin 
de  ne  laisser  aucun  objet  de  fer  dans  le  voisinage  de 
l'appareil  de  rotation.  Tous  les  fils  conducteurs  allaient 
de  ces  appareils  à  l'autre  chambre  où  le  galvanomètre 
était  placé,  à  une  distance  de  10  mètres  de  l'appareil 
de  rotation  et  de  15  mètres  de  la  dynamo.  Outre  cela 
différents  commutateurs,  clefs  et  rhéostats  se  trouvaient 
là  à  portée  de  l'observateur.  A  un  commutateur 
aboutissaient  les  fils  conducteurs  d'une  pile  de  24  élé- 
ments de  Bunsen  placée  à  l'autre  extrémité  du  bâtiment. 
Du  commutateur  les  fils  allaient  aux  tours  de  l'appa- 
reil de  rotation  et  de  là,  en  suivant  un  câble  suspendu 
en  l'air,  ils  arrivaient  à  la  colonne  de  mercure  et  revenaient 
au  commutateur.  Près  de  l'observateur  était  intercalée 
une  clef,  de  manière  que  le  courant,  ne  fût  fermé  que 
par  une  pression  exercée  sur  elle. 

Une  autre  pile  de  10  à  °20  éléments  servit  comme 
force  motrice  de  la  dynamo,  avec  laquelle  elle  communi- 
quait par  un  circuit  direct.  Sur  ce  circuit  fut  ramifié 
un  circuit  latéral  qui  était  en  communication  avec  un 
rhéostat  à  liquide,  placé  près  de  l'observateur.  Ce  rhéo- 
stat consistait  en  un  verre  haut  et  cylindrique,  rempli 
d'une  solution  saturée  de  vitriol  de  cuivre,  au  fond  du- 
quel était  placée  comme  électrode  négative  une  plaque 
de  cuivre,  tandis  qu'un  fil  épais  de  cuivre,  qu'on  pouvait 
aisément  élever  ou  abaisser,  servit  comme  électrode  posi- 
tive. Parfois  on  intercalait  aussi  un  rhéostat  à  bou- 
chon.    De   cette   manière  on  pouvait  sans   difficulté,   en 
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ajustant  la  résistance  du  rhéostat,  régler  la  vitesse  de  la 
dynamo  et  la  conserver  constante. 

On  pouvait  faire  fonctionner  l'appareil  de  Ruhm- 
korff  au  moyen  de  quatre  éléments,  qu'un  circuit  reliait 
à  une  clef  placée  près  de  l'observateur.  A  l'aide  de 
cette  clef  on  pouvait  faire  fonctionner  le  chronographe 
au  moment  où  l'on  mesurait  la  vitesse  de  rotation. 

Enfin  un  courant  dérivé  d'un  seul  élément  de 
Daniell  a  servi  à  compenser  les  courants  thermoélec- 
triques dans  les  fils  conducteurs  du  galvanomètre.  Dans 
le  circuit  de  l'élément  était  intercalée  la  résistance  néces- 
saire d'un  rhéostat,  et  une  partie  de  ce  circuit,  un  fil  de 
cuivre  long  de  ±m,  épais  de  |mm,  était  introduit  dans  le 
circuit  du  galvanomètre.  La  résistance  du  rhéostat  inter- 
calé s'élevait  en  général  à  quelques  milliers  d'unités 
de  Siemens  et  la  force  nécessaire  à  la  compensation  ne 
dépassa  que  rarement  3  millionièmes  de  volt.  Ce  cou- 
rant dérivé  a  servi  en  même  temps  à  faire  voir  si  le 
circuit  du  galvanomètre  fonctionnait  bien,  car  l'expérience 
eut  bientôt  fait  reconnaître  quelle  était  la  déviation  du 
galvanomètre  qui  devait  être  produite  par  une  variation 
donnée  de  la  résistance  du  rhéostat. 

Enfin  on  doit  ajouter  qu'on  avait  aussi  introduit  un 
commutateur  dans  le  circuit  du  galvanomètre. 

Les  expériences  ont  été  faites  de  la  manière  sui- 
vante. Après  avoir  fait  tourner  la  dynamo,  on  a  fermé 
par  la  pression  d'une  clef  le  courant  qui  de  la  pile  passa 
par  les  tours  de  l'appareil  de  rotation,  et  en  observant 
la  déviation  du  galvanomètre  dans  une  lunette  on  a 
réglé  la  vitesse  de  rotation  par  le  rhéostat  à  liquide,  de 
manière  que  le  miroir  du  galvanomètre  fût  approxima- 
tivement au  zéro.     Puis  on  a  interrompu  le  courant  de 
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la  pile  qui  passa  par  l'appareil  de  rotation  et,  en  con- 
tinuant à  faire  tourner  l'appareil  de  rotation,  on  a  com- 
pensé le  courant  thermoélectrique  de  la  manière  indiquée 
ci-dessus.  Puis  on  a  de  nouveau  fermé  le  courant  de 
l'appareil  de  rotation  et  réglé  exactement  la  rotation  par 
le  rhéostat  à  liquide.  Pendant  que  le  miroir  du  galvo- 
mètre  dépassait  le  zéro  avec  une  vitesse  faible,  le  cou- 
rant qui  traversait  l'appareil  de  Ruhmkorff  fut  fermé 
par  une  pression  sur  l'autre  clef,  et  de  cette  manière  on 
a  fait  fonctionner  le  chronographe. 

Après  deux  et  parfois  plusieurs  décharges  successives 
séparées  par  un  intervalle  de  deux  secondes,  qui  furent 
distinctement  entendues  de  l'observateur,  tous  les  cou- 
rants ont  été  interrompus,  la  rotation  arrêtée,  et  l'on  a 
noté  toutes  les  marques  des  étincelles  sur  le  ruban  de 
papier.  Immédiatement  après,  on  a  répété  l'expérience 
en  faisant  parcourir  au  courant  l'appareil  de  rotation  en 
sens  inverse,  et  l'on  a  fait  deux  mesures  correspondantes 
en  échangeant  les  fils  conducteurs  du  galvanomètre. 

Enfin,  on  a  reconnu  qu'il  était  nécessaire  de  faire 
les  quatre  mêmes  mesures  pour  la  rotation  inverse  en 
changeant  les  fils  de  l'armature  tournante  de  la  dynamo. 
On  a  de  cette  manière  combiné  8  expériences  immédiate- 
ment consécutives  en  un  groupe,  et  l'on  a  pris  la  moyenne 
de  ces  8  expériences. 

Pendant  la  durée  des  expériences  on  a  souvent 
observé  la  température  du  mercure  au  moyen  d'un 
thermomètre  divisé  en  dixièmes  de  degré.  On  a  sou- 
vent essayé  de  permuter  les  pôles  des  différentes  batteries; 
mais  on  a  reconnu  que  ce  changement  était  sans  influence 
sur  le  résultat  final. 
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Enfin  je  remarquerai  que,  quand  on  fermait  et 
ouvrait  le  circuit  du  courant  qui  parcourait  l'appareil  de 
rotation,  il  s'est  parfois  produit  des  décharges  d'induc- 
tion dans  la  partie  du  circuit  du  galvanomètre  qui  se 
trouvait  au  voisinage  des  bobines  de  l'appareil  de  rota- 
tion, ce  qui  pouvait  rendre  l'observation  pénible;  mais 
il  n'était  pas  difficile  d'éviter  ces  décharges  en  modifiant 
la  position  de  la  partie  du  circuit  du  galvanomètre  qui 
se  trouvait  dans  le  voisinage  des  tours  de  l'appareil  de 
rotation  et  qui  avait  produit  ces  décharges  d'induction. 

Calcul  de  la  constante  de  V appareil  de  rotation.  Si 
l'on  désigne  la  résistance  de  la  colonne  de  mercure  dérivée 
par  i?,  par  n  le  nombre  de  rotations  du  disque  par  se- 
conde trouvé  par  les  mesures  et  par  C  la  constante  de 
l'appareil  de  rotation,  on  doit  avoir 

R  =  nC. 

Je  me  bornerai  ici  à  indiquer  le  calcul  de  cette  con- 
stante dans  le  cas  où  le  disque  tournant  est  infiniment 
mince,  où  le  centre  du  disque  coïncide  exactement  avec 
l'axe  commun  de  rotation  et  l'axe  du  cylindre,  et  où  de 
plus  le  contact  central  se  trouve  exactement  sur  cet 
axe;  car  les  écarts  qui  existent  entre  ces  conditions  et 
la  réalité  donnent  lieu  à  des  corrections  si  petites  qu'on 
peut  négliger  leur  évaluation  précise.  Soient  d  la  hauteur 
de  l'hélice,  dans  laquelle  on  a  placé  le  fil  du  cylindre, 
r  le  rayon  des  tours,  p  le  rayon  du  disque,  «a  et  a2  les 
distances  du  disque  aux  tours  extrêmes  du  fil;  la  con- 
stante C  doit  être  calculée  par  la  formule 

dx  \  ad  --=       — '- —  .*  *  NOTE  10. 

\      Vx2+r2+p2—  2?7>cos0 

—  «2*70 
IL  11 
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Si  Ton  pose  ici  pour  abréger  p  =  qr,  x2-{-r2  ==  «r2, 
et  pareilement  a\-\-r2  =  «1r2,   aj  +  r8  =  a2r2  et  de  plus 

i     (la     V  d  6  cos  6 

Ya    = 


Va—\  }Va--q2—<2qcos0 
on  obtiendra 


C-^W^+ftd- 


Si   l'on   développe   l'intégrale    double    en    série,    on 
obtiendra 

ft-i.,y=3['+Sf+#G-) 


1    128  «6  \  8       2 

où  le  nombre  des  termes  indiqués   suffit   pour   le  calcul 
numérique.     Le  développement  complet  donne 


*  NOTE  11.  m  =  o 

Résultats  des  mesures.  Les  mesures  avec  l'appareil 
de  rotation  n'ont  pu  commencer  qu'à  la  fin  de  mars 
(1884),  et  j'ai  communiqué  le  résultat  des  premières 
mesures  (une  unité  de  mercure  égale  à  0,9417  Ohm)  à 
la  conférence  internationale  tenue  le  28  avril,  en  ajou- 
tant qu'on  ne  pouvait  considérer  ce  résultat  que  comme 
provisoire,  car  je  n'avais  pas  encore  réussi  à  obtenir 
une  concordance  satisfaisante  entre  les  diverses  mesures 
particulières.  Il  en  fut  encore  de  même  dans  les  expé- 
riences suivantes,  jusqu'à  ce  que  j'eusse  essayé  de  répéter 
les  expériences  à  direction  de  rotation  inverse.  Je  cher- 
cherai à  m'expliquer  avec  plus  de  précision. 
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Une  isolation  parfaite  est  impossible  dans  des  ex- 
périences électriques;  mais  il  est  exceptionnel  qu'un  défaut 
d'isolation  complètement  inévitable  puisse,  comme  c'était 
le  cas  ici,  avoir  une  influence  appréciable  sur  ^e  résultat. 
Le  circuit  du  galvanomètre  était  en  deux  points  A  et  B 
en  communication  avec  la  colonne  de  mercure  dont  il 
fallait  mesurer  la  résistance,  et  qui  était  parcourue  par 
un  courant  électrique  d'une  grande  intensité  i. 

La  résistance  AB  était  très  faible,  savoir  0,00026  jus- 
qu'à 0,0015  unités  de  mercure.  Si  de  plus  un  point  C 
du  circuit  du  galvanomètre  est  en  communication  faible 
avec  un  point  D  du  circuit  principal,  une  partie  rela- 
tivement considérable  du  courant  principal  sera  dérivée 
par  là  au  galvanomètre.  Or  si  l'on  désigne  par  CD  la 
résistance  entre  les  deux  circuits,  et  par  r  la  résistance 
de  la  partie  du  circuit  fermé  du  galvanomètre  qui  va  de 
A  ou  B  à  C  par  le  chemin  qui  ne  contient  pas  le  gal- 
vanomètre, la  force  électromotrice  E  dérivée  au  galvano- 
mètre, qui  pendant  les  expériences  est  équilibrée  par  la 
force  électromotrice  induite  dans  le  même  circuit,  peut 
approximativement  être  exprimée  par 


E  =  i-AB 


^AB  CD 


en  supposant  que  la  résistance  AB  est  très  petite  en 
comparaison  de  BD  et  r,  comme  aussi  que  CD  est  très 
grand  en  comparaison  des  autres  résistances.  Le  signe 
supérieur  correspond  au  cas,  où  le  galvanomètre  est 
situé  dans  le  circuit  de  A  à  C,  l'inférieur  au  cas  où  il 
se  trouve  dans  le  circuit  de  B  à  C.  Quand  l'expérience 
est  répétée  avec  une  rotation  inverse  du  disque ,  les 
bouts  du  circuit  du  galvanomètre  en  A  et  en  B  doivent 
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être  permutés,  ce  qui  change  le  signe  du  second  terme. 
On  reconnaît  ainsi  que  l'erreur  provenant  de  la  com- 
munication de  C  et  D  peut  être  éliminée  par  la  répéti- 
tion de  l'expérience  avec  rotation  inverse,  en  prenant  la 
moyenne  des  deux  résultats. 

Je  citerai  comme  exemple  la  première  expérience 
faite  à  rotations  inverses.  Le  courant  principal  passa 
cinq  fois  autour  du  cylindre  de  rotation,  et  la  résistance 
de  ce  conduit,  qui  approximativement  doit  être  égale  à 
la  résistance  BD  ci-dessus,  était  195  unités  de  Siemens. 
De  plus  on  avait  dans  cette  expérience  AB  =  0,00154 
u.  de  S.  Le  nombre  de  rotations  du  disque  en  deux 
secondes  était  à  droite  14,6820,  à  gauche  14,5751  ;  la  dé- 
viation de  la  moyenne  était  par  conséquent  0,37  pour 
cent.  On  aura  donc  dans  ce  cas,  en  vertu  de  la  formule 
indiquée  ci-dessus, 

195        r 

0,0037    =    7C -^ , 

0,00154     CD 
d'où 

CD  =  34-106.r. 

Si  l'on  pose  ici  après  estimation  r  =  0,5  u.  de  S., 
le  résultat  sera  qu'un  défaut  d'isolation  par  suite  duquel 
la  résistance  monterait  à  17  millions  u.  de  S.  suffirait  à 
expliquer  la  déviation  mise  en  évidence  par  les  ex- 
périences à  rotations  inverses.  Gomme  il  était  néces- 
saire que  les  deux  circuits  fussent,  situés  tout  près  l'un 
de  l'autre  tant  par  l'appareil  de  rotation  que  dans  le 
voisinage  de  l'observateur,  on  ne  pouvait  guère  éviter  de 
si  petits  défauts  d'isolation;  c'est  pourquoi  ces  erreurs 
devaient  être  éliminées  par  les  expériences. 

L'isolation  des  fils  particuliers  du  câble  n'était  pas 
satisfaisante  au  commencement,  surtout  quand  l'air  était 
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humide,  c'est  pourquoi  on  a  plusieurs  fois  trempé  le 
câble  dans  une  solution  étendue  de  gomme-laque.  Après 
une  durée  d'une  semaine,  on  a  trouvé  que  la  plus  faible 
résistance  des  couches  isolant  les  six  fils  les  uns  des 
autres  et  les  isolant  du  cylindre  était  500000  u.  de  S., 
isolation  qui  suffit  ici.  Il  fallut  au  contraire  rejeter  le 
septième  fil,  et  pendant  la  durée  des  expériences  il  fal- 
lut encore  rejeter  un  fil,  parce  que  l'isolation  diminuait; 
de  sorte  qu'on  ne  s'est  servi  que  de  cinq  fils  dans  les 
expériences  finales. 

Les  mesures  détaillées  de  l'appareil  de  rotation  ont 
donné  les  résultats  suivants,  l'unité  étant  partout  le  cen- 
timètre. 

Rayon  des  tours  de  fil 

r  ==  16,65. 
Hauteur  de  l'hélice: 

d  =   0,211589 

distances  du  milieu  du  disque  aux  tours  extrêmes  du  fil: 

at  =  50,99  ,     a2  =  49,80 . 

Les  mesures  du  diamètre  %p  du  disque  de  laiton, 
faites  avant  les  expériences,  ont,  pour  quatre  endroits 
différents,  donné  les  résultats: 

29,897,  29,909,  29,901,  29,913, 

en  moyenne 

29,905. 

Après  l'exécution  d'un  grand  nombre  d'expériences 
faites  avec  l'appareil  et  immédiatement  avant  les  ex- 
périences finales,  on  a  trouvé 
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29,889  ,  29,879  ,  29,894  , 

moyenne 

*  NOTE  12.  29,8933  ,* 

et,  après  l'achèvement  de  toutes  les  expériences, 

29,889,  29,894,  29,898, 

moyenne 

29,8937  . 

Les  derniers  résultats  presque  identiques  font  voir 
qu'aucune  usure  appréciable  n'avait  eu  lieu  par  l'effet 
des  expériences  finales,  Au  contraire  l'influence  de 
l'usure  était  très  sensible  sur  le  disque  de  cuivre,  pour 
lequel  on  a  trouvé  les  diamètres  suivants  avant  et  après 
les  expériences  finales: 

29,867,     29,871,     29,872,     moyenne  29,870, 
29,856,     29,853,     29,859,     moyenne  29,856. 

La  constante  C  calculée  avec  ces  valeurs  numériques 
par  la  formule  développée  ci-dessus,  diminuée  de  la  cor- 
rection mentionnée  au  môme  endroit,  correction  qui  ne 
monte  qu'à  0,6  unités,  est  pour  le  disque  de  laiton 

*  note  13.  39656,1  ,* 

et  pour  le  disque  de  cuivre  avant  et  après  les  expériences 

fi  n  1 1  PS 

39594,1       et       39556,1 , 

et  de  ces  deux  valeurs  limites  on  a  calculé  par  inter- 
polation les  constantes  correspondant  à  chacune  des 
trois  séries  d'expériences  faites  avec  ce  disque. 

Cette  constante  calculée  pour  0°  devient  à  t°  égale 
à  C(l-\-bt),  où  b  =  0,000018  est  le  coefficient  de  dilata- 
tion linéaire  du  laiton. 
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Désignons  le  nombre  de  rotations  du  disque  en  deux 

secondes  du  chronographe  par  m  A —  ,  où  m  est  le  nombre 

'  p 

entier  de  rotations,  n  le  nombre  de  millimètres  lu  sur 
le  ruban  de  papier  entre  deux  marques  de  deux  étin- 
celles successives,  et  p  la  longueur  du  ruban  de  papier 
en  millimètres.  De  plus  soient  a  secondes  de  chrono- 
graphe  égales  à  une  seconde,  s  le  nombre  de  fils  du 
câble  introduits  en  série,  R  la  résistance  de  la  colonne 
de  mercure  en  unités  de  mercure  à  0°  et  y  (=  0,00090) 
de  coefficient  apparent  de  température  de  cette  résistance. 

On  obtiendra  alors 

1  u.  de  merc.  =  \  a  (  m  A —  |  -^  ).  ~|~    É[  Ohm.  abs. 

Je  me  bornerai  ici  à  rapporter  les  résultats  de  mes 
mesures  finales  qui  ont  toutes  été  faites  entre  le  9  et  le 
13  juin  1884,  et  dont  je  me  suis  servi  exclusivement 
pour  la  détermination  la  plus  probable  de  la  résistance 
en  unités  de  mercure,  correspondante  à  l'Ohm,  qui  ré- 
sulte de  mes  expériences. 

Tube  n°  1.  Disque  de  laiton.  Les  valeurs  de  w, 
pour  la  détermination  desquelles  on  a  changé  succes- 
sivement la  direction  du  courant  de  l'appareil  de  rota- 
tion et  du  galvanomètre,  étaient: 

491,0,      583,7,  5îi,o,      571,0, 

et  par  répétition  des  mêmes  mesures 

492,6,  581,3,  496,5,  592,6, 
en  movenne  540,34. 
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Après    avoir  changé    le    sens   de  la   rotation,    on   a 
trouvé  les  valeurs  analogues 

651,1,       676,8,      626,4,      592,5, 
663,1,       681,7,       648,2,       586,4, 

en  moyenne  640,77. 

On  déduit  de  là  pour  la  première  direction  de  rota- 
tion, comme  m  =  14,  p  =  939,6 


et  pour  l'autre 


m  +,-  =    14,5751 , 
p 


m  4-  -  =  14,6820 . 
P 


De  plus  on  a 

5  =   5,      a  =    1,01924,      t  =    17°,06,     R  =  0,0015418, 

C  =  39656,1 , 
d'où  l'on  tire 

*  note  14.  1  u.  de  merc.  =  0,94455  Ohm.  abs.  * 

Les  expériences  suivantes  ont  été  exécutées  avec  le 
disque  de  cuivre  et  le  tube  calibré  n°2,  qui  a  contenu 
les  trois  colonnes  de  mercure  AB ,  BC,  CD.  La  rési- 
stance de  chaque  colonne  en  particulier  était  à  peu  près 
6  fois  plus  petite  que  celle  du  tube  n°  1;  c'est  pourquoi 
on  avait  réuni  les  cinq  fils  du  câble  de  l'appareil  de 
rotation  en  un  ;  par  suite  la  résistance  du  câble  fut 
divisée  25  fois  et  l'intensité  du  courant  multipliée  par  12. 
Il  suit  de  là  que,  bien  que  la  résistance  mesurée  fût  6 
fois  plus  petite  que  dans  la  première  série  d'expériences, 
la  force  électromotrice  était  double;  ce  qui  donne  à 
penser  que  l'exactitude  des  expériences  suivantes  est 
approximativement  double.     De  même   la  différence  des 
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résultats    obtenus    ici    par    les    rotations    inverses    doit, 
aussi,  être  diminuée,  si  le  défaut  d'isolation  ne  varie  pas. 

Tube  n°  2,  AB.     Disque  de  cuivre. 
Valeurs  de  n 

243.5,  253,0,      234,1,       239,8, 
250,8,       258,6,       245,2,        ...., 

moyenne  246,4. 

Par  rotation  inverse 

271.6,  280,4,       269,8,       277,6, 
260,0,       269,6,       270,o,       271,5, 

moyenne  258,9.  *  *  note  15. 

De  plus  on  avait 

m  =  12,    p  =  939,5,     5=1,     a  =   1,01977, 
t   =    17°,97,      R  =  0,00025836,       C  =   39578,5, 

d'où  l'on  déduit: 

1  u.  de  merc.  =  0,94391  Ohm.  abs. 

Tube  n°2,  BC.     Disque  de  cuivre. 
Valeurs  de  n 

351,5,      325,2,       341,4,       324,6, 

moyenne  335,7. 

Par  rotation  inverse 

349,8,       324,8,       343,8,       321,5, 
moyenne  335,0. 

m  =12,     p  =  940,     s  =  1,     a  =   1,01915, 
t   =    18°,73,      R  =  0,00025964,      C  =   39571,0, 

d'où  l'on  déduit: 

1   u.  de  merc.  =  0,94410  Ohm.  abs. 
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Tube  n°  2,  CD.     Disque  de  cuivre. 
Valeurs  de  n: 


432,8, 

435,9 , 

436,1,       441,2, 

moyenne  436,5. 

t  -- 

=    18°,32, 

a  =    1,01935. 

Par  rotation 

inverse 

487,7, 

518,4, 

496,0,       518,2, 

495,8, 

522,0, 

484,2,       511,6, 

moyenne  504,24. 

t  = 

=    18°,36, 

a  =    1,01945. 

m  =  12,    p  =  941,5,     B  =  0,00026279,    C  =  39562,2, 

d'où  l'on  déduit: 

1  u.  de  merc.  =  0,94391  Ohm.  abs. 

De  la  combinaison  de  ces  résultats  des  mesures  résul- 
tent comme  valeurs  finales  les  plus  probables 

1  unité  de  mercure  =  O^mo  Ohm.  abs., 
1  Ohm.  abs.  =  1,0003  unités  de  mercure. 

Ce  résultat  concorde  presque  complètement  avec 
ceux  qu'ont  trouvés  F.  Kohlrausch  et  Roiti,  tandisque  les 
procédés  employés  diffèrent  essentiellement.  Les  résul- 
tats qui  ont  été  communiqués  à  la  conférence  inter- 
nationale font  surtout  ressortir  —  en  premier  lieu  comme 
Wild  est  récemment  parvenu  à  un  résultat  qui,  après 
la  correction  d'une  erreur,  concorde  complètement  avec 
la  moyenne  du  reste  —  qu'aucune  des  méthodes  appli- 
quées n'entraîne  guère  d'erreurs  constantes. 

J'avais  eu  des  doutes  sur  la  légitimité  de  l'emploi 
des    courants   variables;    car    il    était    possible    que    des 


171 


différences  intérieures  thermoélectriques  dans  un  conduc- 
teur eussent  la  même  influence  que,  par  exemple,  la 
polarisation  d'un  électrolyte  et  en  particulier  produi- 
sissent une  résistance  plus  petite  que  pour  des  courants 
constants.  Je  peux  à  présent  abandonner  tout  à  fait 
ce  doute;  car  je  suis  parvenu  à  la  même  conclusion  par 
des  voies  différentes. 

Tant  pour  mes  déterminations  des  résistances  rela- 
tives que  pour  celles  des  résistances  absolues,  qui  ont 
été  faites  avec  des  courants  constants,  j'ai  souvent  répété 
les  mêmes  mesures  avec  des  courants  intermittents;  mais 
dans  aucun  cas  il  ne  s'est  manifesté  aucune  différence 
dans  les  résultats.  J'ajouterai  encore  une  remarque,  qui 
n'est  pas  tout  à  fait  dépourvue  d'intérêt.  S'il  existait 
en  réalité  une  différence  appréciable  de  conduction  entre 
les  courants  constants  et  les  courants  variables,  elle 
influerait  sur  la  constante  d'induction  d'un  conducteur. 
Par  des  expériences  antérieures  j'avais  en  vérité  trouvé 
un  petit  écart  entre  les  constantes  observées  et  les  con- 
stantes calculées*;  les  premières  étaient  en  moyenne  de 
5  à  6  pour  cent  plus  petites  que  les  dernières.  Le  cal- 
cul était  fait  comme  à  l'ordinaire,  c'est-à-dire  sans  tenir 
assez  compte  de  ce  fait,  que  la  densité  du  courant  est, 
pour  les  courants  variables,  une  fonction  de  la  distance 
à  l'axe  du  fil  conducteur.  Après  avoir  tenu  compte  de 
cette  circonstance,  j'ai  reconnu  que  la  constante  d'induc- 
tion, trouvée  par  la  méthode  ordinaire,  devait  être  dimi- 
nuée de  la  longueur  du  fil,  et  cette  correction  corres- 
pond à  peu  près  à  l'écart  constaté. 


*  Voir   le   mémoire  suivant:    Sur  la   propagation    de   l'électricité. 
Overs.  o.  d.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Forhandlinser  1879. 
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Gomme,  par  suite,  les  divergences  entre  les  détermi- 
nations de  l'Ohm  faites  par  différents  savants  peuvent 
être  considérées  comme  accidentelles,  on  doit  certaine- 
ment tenir  la  valeur  de  l'Ohm  adoptée  par  la  conférence, 

savoir 

1  Ohm  =  1,06  unités  de  mercure, 

qui  se  rapproche  le  plus  de  la  moyenne  de  toutes  les 
expériences,  pour  être  la  valeur  la  plus  exacte  obtenue 
jusqu'ici.  De  plus,  on  a  vraisemblablement  obtenu  par 
cette  détermination  le  degré  de  précision,  qu'on  avait 
primitivement  en  vue,   savoir  la  précision  d'un  millième. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  analyse  de  se  mémoire  se  trouve 
dans  les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  41,  p.  616 — 618. 

NOTE  2.  Pour  influencer  l'aiguille  du  galvano- 
mètre. 

NOTE  3.  Ces  expressions  ne  sont  pas  exactes  en 
toute  rigueur,  car  x  n'est  pas  absolument  constant.  Les 
erreurs  introduites  par  là  ne  sont  pourtant  guère  appré- 
ciables. 

NOTE  4.     On  a  âx+  d2+  . . .  +  ?>n  =  0. 

NOTE  5.  R  est  la  résistance  d'une  colonne  de  mer- 
cure qui  à  0°  G.  remplit  le  tube.  R  sera  déterminée 
par  l'équation 

R         g(l+/)'(1  +  ^(f-',))(1  +  t(i"-t,)) 

qui   se   réduit  à   l'expression   de   Lorenz,    si  l'on  néglige 
les  puissances  d'ordre  supérieur  de  b,  g  et  y. 

NOTE  6.  Les  nombres  ne  concordent  pas  mutuelle- 
ment, car  on  doit  avoir  L  =  L'  +  À[+  /'„  =  L"  +  %+  /„', 
ce  qui  donne  L  =  445,37  ou  445,38. 

NOTE  7.     0,00154172  d'après  mes  calculs. 
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NOTE  8.     0,00025846   d'après  mes  calculs. 

NOTE  9.     Mes  calculs  donnent  7,43252. 

NOTE  10.  Voir  le  mémoire  „La  résistance  électrique 
du  mercure  en  mesures  absolues",  pag.  103  et  note  3, 
p.  109. 

NOTE  11.     La  déduction  de  la  formule 


m  =  oo 

i  1-3  ...2*»  — 1  1  d"<  /a-\\">  +  i 


Qa  =  ïn^i 


2m  + 


7/1=  0 


2-i'...    îm        1.2...(w+l)rfa' 


a 


peut  se  faire  de  la  manière  suivante. 
On  a,  en  vertu  de  la  définition, 


da    \  cosddâ 

Va    = 


Il/a—  l\Va  +  q2—  2gcos# 


et,    comme    a    est   plus    grand    que    q,    en   développant 
1 

-  -  en  série  de  fonctions  sphériques 
Va  +  q2—  Zqcosâ 

oc  /»«  /i2  7Z 

^  \am  +  lVa-l\  \Va   ) 


car  les  coefficients  des  puisances  paires  de  q  s'évanouis- 
sent, parce  que  cos#  ne  figure  que  par  ses  puissances 
impaires. 

Si  l'on  pose 


aa 


da         \        „^  /cos#' 


\am  +  iVa-l  1  \  ^«   / 


t//y; 


1 
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on  peut    trouver    une    équation    différentielle    linéaire    à 
laquelle  satisfait  Qm. 
On  a  en  effet 

^ i-=Ç*0rtmJ^)d0 

da         aa  +  lVa-l}  V  Va  ) 


'0 


et  en  intégrant  par  parties 

da         a7n+ll/«(«-l)Jo  \  Va  J 

On  déduit  de  là 


Ùn26P2m  +  1(C-^S\dâ  =  am+^]/{a—  1) 


Si  l'on  différence  par  rapport  à  a,  on  obtient 

fcos^P^  +  i^W  =  —  2«-  +  2  +  *VV^T  ^ 
J.  V  Va  )  da2 

(2w  +  3)«B,  +  2+*— 2(m+l)gm  +  1  +  *  dft„ 

et  de  même 

f-~  *„™,       /cos#' 


C^sVi?m+/^l?U^ 


-  ^a^Va-\  d3Qm   I   2(4w  +  9)«w+4-(^+7)a,w+8rfagm 

da3        "  W-l  da2 

(2w+3)(2w+4)«™+4  —  [(2ro+3)(2»i+5)  +  (%m+%f]am+s\ 
+  (2w+2)(2m+3)a"+2 J   dft 
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S 271  r  /COS  6\ 

mfdP^m  +  i  (  — —  )dô   et 
.0  \  Va   J 

S27T  /COS#\ 

cos2#P2m  +  i(  — =-\dd,    on  conclut 
V  Va    ) 


S  271 
_  A 


COS0 


2?n  +  l 


V 


a 


dd  =  —  ù2am  +  2  +  Wa-\ 


da2 


+ 


(2m  +  2)am  +  2  +  *— (%m+l)am  +  i  +  i  dQm 
l/«— 1  ^« 

et,  par  différentiation  de  la  dernière  expression, 

Â    .+4  1/ T^™   |  a(4m  +  8)«"+«-(4m  +  6)g'"  +  'rf,&t 

c/«s  l/«-l  da* 

J(2m+2)  (2w?+4)  am+4-  [(2w+2)  (2w+5)  +  (2ro+l)  (2m+2)]aOT+3| 

\      +(2fft+l)(2ffl+3)aM+2 \dQn 

da 


{a-\)Va-\ 
Mais,  comme  on  sait, 
(l-x^P^  +  ^-^x  P'2m  +  i(x)  +  (^ri  +  ])(^m  +  ^)  P2m  +  i(x)  =  0, 

et  par  conséquent 


«2  7T 

Vcos  6 


\  a    ]  \  Va  }  Va 


cos#p,         /cos  6 
\   Va 


'COS/?' 


(2m+l)(2m  +  2)P2m+i(—= 

\  Va 


dd  =  o. 


Si  l'on  substitue  les  valeurs  des  intégrales  qui  en- 
trent dans  cette  relation,  on  en  déduira  l'équation  diffé- 
rentielle 


d3Q 


d2Qr, 


dQr 


(1)   (a-l)fl^  +  P(«+^fl-(2w  +  J)]^  +  (m+l)(m+2)-^ 
tv  a  ^ 


=  0, 
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En  différentiant  cette  équation  r  fois,   on  obtiendra 

(«_l)«^gi  +  [r(2«-l)+î(»+ï)«-(ï»+»]^^ 

+[r>+(2M+3)r+(m+2)(m+l)]^g=  =  0. 

En    égalant    le    dernier   terme   de   cette   équation   à 
zéro,  on  trouve 

(_(m+l) 
\_(«  +  2); 

dans  le  dernier  cas  l'équation  différentielle  se  réduira  à 

(«  -  l)«  -^^T  -  («  + 1)  -j-^r  -  «  ; 
c'est-à-dire  que  l'intégrale  de  l'équation 
(4)  (a_l)ag_(w  +  i)«  _  0, 

différentiée  m  fois,  donne  une  intégrale  de  l'équation 

(B)    (a_l)ag  +  [2(M+2)«-(2»+f)]Jj  +  (m+2)(»«+l)g=  0 

Mais  on  a 

w  =  c 

ou  c  est  une  constante  arbitraire,  et  par  conséquent  (B) 
admet  l'intégrale  particulière 

l  a  —  \\  ™  +  i 


a 

v  =  c 


dam 

Mais,  comme  on  le  reconnaît  facilement,  toute  inté- 
grale de  l'équation 

II.  12 
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(A')  (a  —  l)a-^  —  (m  +  i)u  =  f(a), 

où  <p(a)  est  un  polynôme  entier  et  arbitraire  du  degré 
m — 1,  donnera  aussi  par  m  différentiations  successives 
une  intégrale  de  l'équation  (B).     L'intégrale  générale  de 

(A')  est 

/a—V\m+h     .  x       am-*        , 

u  =     —    -  W(«) —    rr^«- 

\    «    /        i  (a—  \)m+* 

Si  l'on  pose  (p(a)  =  a— 1, 
'a_  n  »»  +  *<■ 
V~)        }(a-l) 


\(    U_À 


sera  une  intégrale  particulière  de  (B),  et  l'intégrale  géné- 
rale sera 

dm(«-zlY+i 

\    a    )  dm    /«— 1\"'  +  " 

=  c.  - 


da7 


où  /?  est  une  constante  arbitraire. 
De  l'équation  (B)  on  déduit 

(a_l)«g  +  [2(«+l)a_(2m  +  f)]g+»(»+l),  =  C, 

et  nous  avons  établi  l'équation 
—  ^ 


a— 1  C27r  2/J  D,         /cos0\  7  . 


2«m  + 


=  a  (a-- 1)  tfe  +  [2  (m+1)  «  -  (2  m  +  f  )]  ^ 

=  C  -  m  (m  + 1)  Qm  —  (m  +  -i)  («  - 1)  ^  , 
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si  l'on  fait  la  supposition  que  v  dans  l'équation  précé- 
dente soit  égal  à  Qm.  Gela  fait  voir  que  C  est  dans  ce 
cas  égal  à  zéro.     Qm  satisfait  donc  à  l'équation 

(C)    («_l)«*J+p(«  +  l)a_(2»  +  f)]g  +  «(«+l)t>  =  0, 


qui  a  pour  intégrale  générale 
d 


(a—l\m  +  * 

\  a  I       ,     dm  //«— iy 

dam  ~^C2dam\\     a    ) 


dm   [fa— l\m  +  H    am~*da 
v  =  c. 


\(a-l)m  +  th 


et  comme  Qm  doit   s'évanouir   pour   a  =   1 ,   il  faut  que 
c.  =  0;  car 


^m   /a__  l\»«  +  a    am-*da 


dam\    a    J  Va  — 1) 


m  + 1 


>P 


qui  peut  être  développé  en  une  série  de  la  forme 

£(c.(^')"'+c,(^)+c,(^ 

ne  s'évanouira  pas  pour  a  =  1.     On  aura  donc 

Reste  encore  à  déterminer  cx.     Mais  on  a 
rf«  «-  +  ^l/«-lJ0  \  Va  J 


\         a 

c.  - 


1  \m  +  i 


dam  +  i 

12* 
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et  Cj  sera   déterminé   en   comparant    les    coefficients    de 
a-(m+2)  ^ans  \es  cjeux  derniers  membres  de  cette  équation. 
On  a 

p  1     d»(a?-iy 

n{  >  ~  %«n\      dx«    "' 

et  le  coefficient  de  a~{m+2)  dans  le  premier  membre  sera 

(2m+l)2w-(2m-l)  _  (m  +  2). (2 m  +  2) î 
'       '         1-2-3  "m  22w,+1.(2m+l)!;r 

,     1Vn(2™+l)(2m-l)  ...  3^1 

et  dans  le  second  membre 

(-l)"'c1(«»-f-l)!— ^, 

par  conséquent 

1-3  ...  (2m -1)  1 ^^ 


2-4  ..  .       2w       1-2-3  .  . .  (iw+1) 


NOTE  12.  La  moyenne  des  nombres  cités  est 
29,8874;  mais  on  obtiendrait  la  moyenne  indiquée  29,8933, 
si  l'on  remplaçait  le  nombre  29,879  par  29,897. 

NOTE  13.  Mes  calculs  donnent  pour  le  disque  de 
laiton  C  =  39689  et  pour  le  disque  de  cuivre  39626 
et  39588,  ce  qui  ne  modifierait  pas  les  deux  premières 
décimales  des  nombres  qui  expriment  l'unité  de  mercure 
en  imités  absolues. 

NOTE  14.  Les  nombres  qui  expriment  l'unité  de 
mercure  en  Ohms  absolus  ne  concordent  pas  avec  la  for- 
mule de  la  page  167.  Cette  formule  donnerait  ces  nombres 
multipliés  par  109.     Si  l'on  se  sert  des  mêmes  notations 


181 


que  dans  le  mémoire  intitulé  „La  résistance  électrique 
du  mercure  en  mesures  absolues",  on  doit,  dans  la  for- 
mule citée,  remplacer  1  Ohm  abs.  par  une  unité  abs., 
et  poser  1  Ohm  abs.  =  109  unités  abs.  (l'unité  de  lon- 
gueur étant  lcm). 

NOTE  15.     271,3-258,9    est    la   moyenne    de    271,3 
et  246,4. 


SUR 


LA  PROPAGATION  DE  L'ÉLECTRICITÉ. 


SUR  LA  PROPAGATION  DE  L'ELECTRICITE. 

VIDENSK.  SELSK.  OVERS.   1879.   P.  41-72. 

WIED.  ANN.,  T.  VII,  P.  161 -193.*  *  NOTE  1. 

Il  ne  peut  guère  échapper  à  l'attention  de  ceux 
qui  sont  au  courant  des  recherches  sur  la  propagation 
de  l'électricité,  que  nous  n'avons  point  d'expériences  sur 
la  propagation  des  courants  périodiques  dans  les  fils 
conducteurs ,  qui  soient  'en  pleine  concordance  avec  la 
théorie.  M.  Feddersen*,  après  avoir  par  ses  belles  ex- 
périences démontré  l'existence  de  décharges  oscillatoires, 
prévues  théoriquement  par  M.  W.  Thomson**,  qui  peu- 
vent se  produire  dans  certaines  conditions,  avait  déter- 
miné le  phénomène  avec  plus  de  précision  par  une 
suite  de  mesures,  et  par  là  fourni  de  bons  matériaux, 
auxquels  M.  Kirchboff***  à  son  tour  appliqua  bientôt  après 
la  théorie.  Ces  expériences  étaient  dans  leur  ensemble 
admirablement  propres  à  cet  objet,  et  en  général  la 
théorie  a  bien  soutenu  cette  épreuve.  Ce  n'est  qu'à 
propos  de  la  durée  des  oscillations  qu'il  s'est  manifesté 
une  divergence  essentielle  entre  les  calculs  et  les  obser- 
vations, car  la  durée  observée  était  en  général  presque 
double  de  celle  qu'on  avait  calculée.  Kirchboff  fait 
bien  remarquer,    dans  l'introduction  à  ses   calculs,    que 


*  Pogg.Ann.,  t.  CXIII,  p.  437  et  t.  GXVI,  p.  132. 
**  Phil.  Mag.,  t.  V,  1853,  p.  393. 


Pogg.Ann.,  1. 121,  p.  551. 
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la  connaissance  imparfaite  des  conditions  nécessaires  pour 
produire  et  continuer  l'étincelle  électrique  constitue  un 
obtacle  essentiel  à  l'établissement  d'une  théorie  exacte 
du  courant  de  décharge  de  la  bouteille  de  Leyde;  mais 
il  résulte  des  expériences  elles-mêmes,  que  ni  la  lon- 
gueur de  l'étincelle,  ni  la  grandeur  de  la  charge  n'influent 
d'une  façon  appréciable  sur  la  durée  de  l'oscillation; 
d'où  il  me  semble  ressortir  nettement,  que  nous  ne  pou- 
vons pas  chercher  dans  l'étincelle  l'origine  du  désaccord. 

Je  crois  qu'on  peut  du  moins  avec  certitude  déduire 
de  la  théorie  que  les  conditions  particulières  de  l'étin- 
celle ne  peuvent  produire  aucune  augmentation  dans  la 
durée  d'une  oscillation.  Je  ferai  h  cet  égard  remarquer 
que,  si  l'on  considère  que  l'étincelle,  après  s'être  éteinte, 
dans  chaque  oscillation  individuelle,  ne  peut  être  pro- 
duite de  nouveau  que  par  une  certaine  différence  de 
potentiel  à  l'endroit  de  l'interruption,  on  trouvera  la 
durée  d'une  oscillation  plus  courte  au  lieu  de  la  trouver 
plus  longue.  De  plus,  si  l'on  tient  compte  des  courants 
de  disjonction  d'Edlund ,  on  introduira  une  correction 
dans  le  même  sens. 

Pas  plus  que  par  les  expériences  précitées  sur  la 
décharge,  la  théorie  n'a  été  complètement  confirmée  par 
les  expérience  faites  avec  des  câbles  télégraphiques  sur 
la  vitesse  de  propagation  de  l'électricité.  Le  désaccord 
tient  probablement  à  ce  que  les  observateurs  n'ont  pas 
tenu  compte,  et  en  partie  n'ont  pas  pu  tenir  compte, 
de  toutes  les  circonstances  dont  dépend  ici  essentielle- 
ment la  vitesse  de  propagation;  mais  il  en  résulte  pour- 
tant que  nous  chercherions  vainement  des  démonstrations 
expérimentales  de  l'entière  validité  de  la  théorie  dans  tous 
les    cas,    où    elle    est    appliquée    aux    mouvements    très 
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rapides  de  l'électricité,  dont  il  est  ici  question,  tandis 
que  les  écarts  constatés  entretiennent  comme  une  sus- 
picion permanente  à  l'égard  de  toutes  nos  recherches 
théoriques  sur  l'électricité. 

Ainsi  se  présente  la  question  primordiale:  Quel  est 
le  point  à  modifier  dans  la  théorie  admise  jusqu'ici  ? 
La  théorie  revient,  comme  on  sait,  à  admettre  que  la 
densité  d'un  courant  en  un  point  donné  est  proportionnelle 
à  la  force  électromotrice  en  ce  point.  On  suppose  de 
plus  que  cette  force  provient  de  deux  causes:  à  savoir 
de  l'action  distributive  de  l'électricité  statique  environ- 
nante et  de  l'action  inductive  des  courants  électriques 
et  des  aimants  du  voisinage.  En  ce  qui  concerne  la 
première,  les  lois  simples  auxquelles  elle  est  assujettie 
doivent,  être  considérées  comme  établies  avec  certitude, 
surtout  depuis  qu'on  a  appris  à  tenir  compte  de  l'ac- 
tion distributive  différente  produite  par  les  éléments 
intérieurs  conducteurs  des  corps  isolants.  En  ce  qui 
concerne  les  lois  de  l'induction,  bien  qu'on  puisse  avoir 
des  doutes  sur  l'action  particulière  de  chaque  élément 
de  courant ,  on  ne  considère  en  fait  que  l'action  des 
courants  fermés,  et  les  lois  de  l'induction  de  tels  cou- 
rants doivent,  au  moins  dans  leurs  traits  essentiels,  être 
considérées  comme  complètement  fondées.  Il  est  bien 
possible,  que  les  lois  aient  besoin  d'être  modifiées  et 
étendues,  quand  les  courants  considérés  sont  renversés 
avec  une  vitesse  comparable  à  celle  des  vibrations  de  la 
lumière,  à  savoir  des  trillions  de  fois  par  seconde,  et  j'ai 
moi-même  déjà  cherché  à  introduire  une  telle  modifica- 
tion*; mais  elle  est,  au  moins  sous  la  forme,  sous  laquelle 


*  Overs.  ov.  Vidensk.  Selsk.  Forli.    1807 ,   p.  1.     Sixième  mémoire 
du  tome  premier. 
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je  l'ai  introduite,  sans  influence  appréciable  même  sur 
des  courants  qui  sont  renversés  quelques  millions  de 
fois  par  seconde. 

Mais  si  l'on  doit  considérer  la  théorie  des  forces 
inductrices,  dont  l'action  est  produite  par  un  certain 
champ,  comme  admissible,  au  moins  pour  les  cas  consi- 
dérés ici ,  il  ne  reste  plus  que  la  question  de  savoir  si 
le  mouvement  de  l'électricité  ne  dépend  exclusivement 
que  des  forces  agissant  à  distance,  de  manière  que  les 
variations  du  courant  en  un  point  donné  ne  puissent 
exercer  aucune  action  électromotrice  sur  le  point  lui- 
même.  Aussi  bien  cette  question  n'a  pas  été  laissée  en 
dehors  de  la  science.  YV.  Weber*  et  Lorberg**  ont 
étudié  en  détail  les  conséquences  de  la  supposition,  que 
l'électricité  soit  douée  de  masse  et  d'inertie,  ce  qui 
introduit  un  terme  indépendant  des  forces  à  distance 
dans  les  équations  du  mouvement  de  l'électricité.  Nous 
ne  ferons  ici  qu'admettre  la  possibilité  de  l'existence  d'un 
tel  terme  dépendant  des  variations  du  courant  au  point 
considéré ,  sans  avoir  besoin  d'examiner  avec  plus  de 
précision  les  causes  physiques  auxquelles  serait  due  son 
existence. 

En  formant  les  équations  du  mouvement  de  l'élec- 
tricité dans  les  fils  conducteurs,  nous  considérerons  en 
premier  lieu  le  cas,  où  l'intensité  du  courant  dépend  du 
temps,  mais  est  en  chaque  instant  la  même  dans  tous 
les  éléments  du  courant.  Ce  cas  comprend,  pour  ainsi 
dire,  toutes  les  expériences  de  laboratoire,  ce  qui  résulte 
tant  des  expériences  de  Weber  que  des  calculs  de  Kirch- 
hoff.     Ces  calculs  ont,   dans  la  question  présente,  mani- 


*  Abh.  der  sachs.  Ges.  d.  Wiss.  IX.  1864,  p.  573. 
**  Journal  de  Boichardt,  t.  71,  p.  53. 
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festé  une  bonne  concordance  entre  les  expériences  et  la 
théorie:  comme  exemple  je  citerai  ce  résultat,  que  la 
supposition  admise  n'amènerait,  même  pour  100000  os- 
cillations par  seconde  pour  un  fil  long  de  100m,  qu'une 
erreur  de  ^  pour  cent  sur  la  durée  calculée  d'une  oscil- 
lation. 

Dans  le  cas  considéré,  le  mouvement  de  l'électricité 
sera  déterminé  par  l'équation 

rf-r-eg,  CD 

où  r  est  la  résistance  du  fil  conducteur,   i  l'intensité  du 

courant,   V  la  différence  de  potentiel  électrostatique  entre 

di 
les   deux  bouts  du   fil   et  —C^-  la  différence  correspon- 

dt 

dante  de  potentiel  électrodynamique  produite  par  la 
variation  du  courant.  Cette  dernière  est  la  somme  de 
toutes  les  forces  électromotrices  qui  ont  pris  naissance 
dans  chaque  élément  du  fil  conducteur  dans  sa  direc- 
tion, en  tant  que  ces  forces  sont  produites,  partie  par 
la  variation  de  courant  qui  a  lieu  dans  l'élément  lui- 
même,  partie  par  la  variation  qui  a  lieu  dans  le  reste 
du  circuit.  En  ce  qui  concerne  l'effet  de  la  variation 
du  courant  dans  l'élément  lui-même,  il  ne  peut  dé- 
pendre que  de  la  variation  de  la  densité  du  courant, 
et  pour  cette  raison  il  sera  le  même  dans  tous  les 
éléments  du  fil.  Du  reste  nous  supposons,  pour  sim- 
plifier, que  la  force  électromotrice  produite  par  la  varia- 
tion du  courant  dans  l'élément  lui-même  est,  comme 
le  reste  des  forces  électromotrices  induites,  proportion- 
nelle à  la  dérivée  première  de  l'intensité  du  courant 
prise  par  rapport  au  temps.  La  constante  C,  la  con- 
stante électrodynamique,   sera   donc  une  somme  de  deux 
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ternies,  dont  l'un,  que  je  nommerai  la  constante  d'induc- 
tion, et  que  je  désignerai  par  C\  dépend  seulement  des 
forces  inductrices  ordinaires  agissant  à  distance  et  peut 
être  calculé  comme  à  l'ordinaire,  tandis  que  l'autre  peut 

être  exprimé  par  D  — ,  où  /  est  la  longueur  du  fil,  a  sa 

G 

section  normale  et  D  une  constante  inconnue.  On  aura 
par  conséquent 

C  =  C+D-.  (2) 

a 

Une  détermination  de  la  constante  électrodynamique 
d'un  conducteur  peut  être  obtenue  par  la  mesure  du 
courant  extraordinaire  produit  dans  le  conducteur  en 
fermant  et  en  ouvrant  un  courant  électrique.  M.  Edlund 
a  le  premier  cherché  à  déterminer  quantitativement  les 
courants  extraordinaires.*  Plus  tard  Hijke**  et  plusieurs 
autres  physiciens  se  sont  occupés  du  même  problème, 
sans  qu'on  ait  pourtant  réussi  à  obtenir  par  cette  voie 
une  détermination  passablement  exacte  de  la  constante 
électrodynamique. 

Pareillement,  des  déterminations  plus  indirectes,  par 
exemple  au  moyen  du  développement  de  chaleur  pro- 
duit dans  la  décharge  de  bouteilles  par  des  conducteurs 
ramifiés,  n'ont  pas  donné  de  résultats  satisfaisants.  Ainsi 
nous  trouvons,  dans  les  longueurs  équivalentes  de  Kno- 
chenhauer,  qui  peuvent  être  considérées  comme  une 
expression  relative  de  la  constante  électrodynamique  du 
conducteur,  ainsi  que  l'a  démontré  Feddersen***,  des 
écarts  de  16  pour  cent  avec  la  théorie.**** 

*  Pogg.  Ann.,  t.LXXVII,  p.  161. 
**  Pogg.  Ann  ,  t.  Cil,  p.  481. 
***  Pogg.  Ann.,  t.  CXXX,  p.  439. 
****  Pogg.  Ann.,  t.  CXLI,  p.  596. 
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C'est  pourquoi  mes  premiers  efforts  ont  tendu  à 
trouver  une  méthode  par  laquelle  on  pût  déterminer 
la  constante  électrodynamique  avec  exactitude.  Si  l'on 
fait  des  expériences  d'après  la  méthode  de  Wheatstone 
pour  déterminer  la  résistance  relative  de  deux  fils  con- 
ducteurs, on  pourra  parfois  observer  que  le  galvano- 
mètre intercalé  dans  le  pont,  et  qui  n'indique  aucune 
déviation  pour  un  courant  constant,  indique  des  dévia- 
tions opposées  quand  on  ferme  et  ouvre  le  courant. 
Ces  actions  sur  l'aiguille  du  galvanomètre  sont  produites 
par  les  courants  extraordinaires  qui  prennent  naissance 
dans  les  deux  branches;  elles  ont  servi  à  M.  Herwig* 
pour  observer  les  courants  extraordinaires  dans  des  barres 
de  fer. 

Les  expériences  peuvent  être  faites  de  manière  à 
compenser  l'influence  des  courants  extraordinaires  des 
deux  branches;  car  on  peut  introduire  dans  la  branche, 
pour  laquelle  le  courant  extraordinaire  était  le  plus  fort, 
une  résistance  plus  grande,  jusqu'à  ce  que  le  galvano- 
mètre reste  en  repos  quand  on  ferme  et  ouvre  le  circuit. 
Si  le  rapport  des  résistances  des  deux  branches  est  alors 
comme  m  est  à  1,  le  rapport  des  intensités  des  deux 
branches  sera  comme  1  est  à  m.  Des  courants  différents 
produiront  des  courants  extraordinaires  à  forces  électro- 
motrices égales;  pour  les  mêmes  intensités  des  courants, 
le  rapport  des  forces  électromotrices  des  courants  extra- 
ordinaires sera  par  conséquent  comme  m  est  à  1  ;  ce 
sera  donc  le  rapport  des  constantes  électrodynamiques. 
11  se  produira  aussi  des  courants  extraordinaires  dans 
les  deux  branches  du  fil  à  mesure ,    mais  ils  se  compen- 


Poi^.Ann.,  t.  CLIII,  p.  115. 
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seront  pareillement,  le  rapport  des  constantes  électro- 
dynamiques  de  ces  deux  branches  étant  égal,  tout  au 
moins  avec  une  grande  approximation,  au  rapport  des 
branches,  c'est-à-dire  à  m  :  1. 

Il  y  a  pourtant  un  obstacle  essentiel  à  l'exécution 
de  mesures  passablement  exactes  par  cette  méthode; 
car  il  n'est  pas  possible  d'obtenir  un  galvanomètre  assez 
sensible  pour  ce  but.  Mais  si  l'on  intercale,  au  lieu  d'un 
galvanomètre,  un  téléphone  dans  le  pont,  il  sera  pos- 
sible d'observer  à  l'aide  de  ce  téléphone  les  courants 
momentanés  extraordinaires  les  plus  faibles,  s'il  règne 
un  silence  parfait  dans  le  local  d'observation ,  et  la  mé- 
thode ne  laisse  rien  à  désirer  comme  simplicité  et  comme 
exactitude. 

Pour  toutes  les  mesures  suivantes  je  me  suis  servi 
d'un  téléphone  à  un  fil  court  et  épais.  On  a  ôté  la 
bobine  d'un  téléphone  ordinaire,  et  elle  a  été  remplacée 
par  un  fil  de  cuivre  couvert  d'une  enveloppe,  long  de 
3  à  4  mètres,  épais  de  0mm.8,  qui  entourait  le  bout  de 
l'aimant.  Les  bouts  étaient  en  relation  avec  deux  fils 
de  cuivre  soudés  au  lil  à  mesure. 

Gomme  source  de  courant  on  s'est  servi  en  général 
d'un  seul  élément  de  Léclanché,  parfois  d'un  élément 
de  Daniell;  de  cette  manière  le  courant  était  toujours 
si  faible  qu'on  n'avait  à  redouter  aucune  erreur  prove- 
nant de  réchauffement  du  fil.  L'un  des  pôles  de  l'élé- 
ment fut  donc  relié  aux  deux  fils  conducteurs,  dont  on 
voulait  comparer  les  constantes  électrodynamiques,  et 
ces  deux  conducteurs  aboutissaient  aux  deux  bouts  du 
fil  à  mesure,  un  fil  d'argenton  long  de  0m,8,  épais  de 
0mm,5.      Dans    l'un   des    deux   conducteurs  on    a    encore 
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intercalé  un  fil  d'argenton,  épais  de  0mm,25,  qui  pouvait 
à  volonté  être  rendu  plus  long  ou  plus  court. 

Le  téléphone,  relié  avec  le  fil  à  mesure,  était  ap- 
proché de  l'oreille  pendant  qu'on  amenait  un  fil,  que  je 
nommerai  le  fil  à  sonder,  relié  à  l'autre  pôle  de  l'élé- 
ment galvanique,  sur  le  fil  à  mesure.  Parfois  on  a 
aussi,  pour  mieux  s'orienter,  intercalé  dans  le  pont,  un 
galvanomètre  à  côté  du  téléphone. 

Quand  la  différence  des  constantes  électrodynamiques 
des  deux  conducteurs  était  considérable,  on  entendait  un 
grand  bruit  à  tout  mouvement  du  fil  à  sonder  sur  le 
fil  à  mesure,  et  souvent  on  ne  pouvait  pas  même  perce- 
voir un  minimum  à  l'endroit  où  le  galvanomètre  n'in- 
diquait aucune  déviation.  Quand  on  eut  augmenté  la 
résistance  dans  la  branche,  où  le  courant  extraordinaire 
était  le  plus  fort,  en  allongeant  ici  le  fil  mince  d'argenton 
intercalé,  un  minimum  distinct  fut  bientôt  perçu,  et  suc- 
cessivement ce  minimum  de  bruit  s'est  transformé  en 
un  silence  complet  par  l'effet  d'un  allongement  continu 
du  fil  intercalé.  Ce  point  mort  du  fil  à  mesure,  où  un 
contact  du  fil  à  sonder  (surtout  par  sa  pointe)  ne  pro- 
duit aucun  bruit  dans  le  téléphone,  est  très  caractéristique 
et  très  distinct.  Ce  point  une  fois  trouvé,  on  obtiendra 
le  rapport  des  constantes  électrodynamiques  des  deux 
conducteurs,  y  compris  le  fil  d'argenton  intercalé,  par  le 
rapport  des  distances  du  point  mort  aux  points  du  fil  à 
mesure  qui  sont  reliés  au  téléphone.  Plusieurs  expériences 
préliminaires  faites  à  différentes  époques  avec  les  mêmes 
conducteurs  ont  donné  des  résultats  qui  ne  différaient 
entre  eux  que  d'une  fraction  d'un  pour  cent. 

La  même  méthode  peut  aussi  fournir  la  détermination 
de   la   constante   électrodynamique  en  mesures  absolues, 

II.  13 
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si  l'on  suppose  que  les  actions  inductrices  qu'exercent 
deux  conducteurs  l'un  sur  l'autre,  (ce  qui  revient  à  tenir 
seulement  compte  des  forces  à  distance),  peuvent  être 
calculées  par  la  théorie  ordinaire.  On  peut  par  exemple 
constituer  l'un  des  deux  conducteurs  avec  deux  bo- 
bines placées  tout  près  l'une  de  l'autre  et  faire  deux 
expériences,  de  manière  que  la  direction  du  courant  dans 
une  des  bobines  soit  dans  la  première  expérience  opposée 
à  la  direction,  qu'il  a  dans  l'autre,  tout  le  reste  du  dis- 
positif étant  le  même  dans  les  deux  expériences.  Si  l'on 
a  calculé  en  mesures  absolues  la  constante  électrodyna- 
mique correspondante  à  l'action  mutuelle  des  deux  bo- 
bines, les  dites  expériences  donneront  les  constantes  élec- 
trodynamiques  des   deux  branches  en  mesures  absolues. 

Dans  les  expériences  avec  des  fils  suspendus,  il 
importe  beaucoup  d'éviter  autant  que  possible  l'in- 
fluence inductrice  des  corps  environnants,  parce  qu'elle 
est  difficile  à  calculer.  A  ce  point  de  vue,  j'ai  pu 
disposer  d'un  local  qui  était  très  propre  à  l'installation 
des  fils. 

A  côté  du  cabinet  de  physique  de  l'école  militaire, 
au  château  de  Frederiksberg,  est  située  la  vieille  chapelle, 
dans  laquelle  est  installée  la  bibliothèque.  C'est  là  que 
les  fils  ont  été  tendus  à  une  hauteur  de  4m,8  au-dessus 
du  sol  entre  deux  tribunes.  La  distance  des  fils  au  pla- 
fond était  de  3m,3,  le  local  était  large  de  7m.5. 

Les  fils  étaient  suspendus  sur  des  clous  isolés  par 
de  tubes  de  verre  vernissé  ou  par  de  tubes  de  caout- 
chouc; ils  allaient  et  revenaient  de  l'appui  d'une  tribune 
à  celui  de  l'autre  (distance  15m,;334).  Le  premier  fil  était 
de  cuivre  habillé,  épais  de  0mm,5;  il  faisait  5  fois  le  double 
parcours  entre  les  deux  appuis.    Les  fils  étaient  toujours 
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parallèles  et  la  distance  entre  deux  fils  successifs  était 
d'un  décimètre.  Le  premier  cinquième  de  ce  fil  sera  dé- 
signé par  le  nro  1,  le  fil  total  par  le  nro  2.  Le  fil  suivant 
(nro  3)  était  un  fil  de  cuivre,  à  double  enveloppe,  épais  de 
lmm  et  faisait  une  fois  le  double  parcours.  Le  fil  suivant, 
non  enveloppé  était  de  cuivre,  épais  de  lmm,9  et  faisait  4 
fois  le  double  parcours.  La  premier  quart  de  ce  fil  sera 
désigné  par  le  nro4,  le  fil  total  par  le  nro  5.  Les  iils 
suivants  étaient  des  fils  de  fer,  qui  seront  mentionnés 
plus  tard  en  détail.  Les  constantes  électrodynamiques 
de  ces  fils  seront  désignées  par  (1),  (2),  (3),  (4),  (5). 

De  plus  j'avais  deux  bobines  de  fils  enroulés  sur  des 
cylindres  de  verre.  L'une  était  composée  d'un  fil  de  cuivre, 
épais  de  lmm,  long  de  24m,77,  qu'entourait  le  cylindre 
d'une  seule  couche  de  06  tours.  La  hauteur  de  la  bo- 
bine à  partir  des  extrémités  des  tours  était  de  J21mm. 
Les  bouts  du  fil,  longs  de  lm,65,  étaient  ramenés  au 
milieu  du  cylindre  et  de  là  conduits  ensemble  plus  loin. 
L'autre  bobine  était  composée  d'un  fil  de  cuivre  recou- 
vert de  caoutchouc,  épais  de  lmm,3.  La  longueur  du  fil 
enroulé  était  de  20m,562,  le  nombre  de  tours  76,  la  hau- 
teur 216mm.  Les  bouts  du  fil,  longs  de  Om,77  étaient 
placés  comme  pour  la  première  bobine.  Les  constantes 
électrodynamiques  des  deux  bobines  seront  désignées 
par  (^4)  et  (B). 

Pour  le  calcul  des  constantes  d'induction  de  ces  con- 
ducteurs, je  suis  parti  de  ce  que  la  constante  d'induction 
correspondante   à  faction   inductrice    mutuelle   de    deux 

éléments  d'un  courant  est  pour  chaque  élément  en  parti- 

dsds' 
culier  — - —  cos  s ,    ds  et   ds'  désignant   les  longueurs  des 

éléments,  r  leur  distance  et  e  l'angle  qu'ils  font  entre  eux. 

13* 
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Pour  un  fil  de  rayon  a,  qui  va  et  revient  m  fois  en 
tours  parallèles,  qui  ont  pour  longueur  /  et  pour  di- 
stance d,  la  constante  d'induction  calculée  de  cette  ma- 
*  note  2.   nière  sera 


»»o   S|< 


C  =  4/ 


wnog^+jj-(2«i-2)log:2  +  (2m-3)log3--... 

,     a7/n  n/i         -^  1\     .     d   (  lU—  1     ,      W  — 2     . 


,d  /m— 2       m— 3 

+  g  ^     j       1       g       r  •  ■ 

Dans  cette  évaluation  on  a  tenu  compte  même  des 
petites  parties  du  fil  qui  alternativement  aux  deux  ex- 
trémités réunissent  les  longs  fils  parallèles. 

Pour  le  calcul  de  la  constante  d'induction  d'une 
bobine  à  une  seule  couche  de  tours,  j'ai  effectué  une 
intégration  au  lieu  d'une  sommation;  je  suis  ainsi  parvenu 
*  note  3.   à  la  formule* 


Qr*2 1  1— c2 

c  c 


plus  facile  à  employer  que  la  formule  de  sommation  de 
Kirchhoff.  Ici  r  désigne  le  rayon  des  tours,  a  la  distance 
de  deux  tours  successifs  déduite  par  division  de  la  hau- 
teur totale  de  la  bobine  comptée  à  partir  des  extré- 
mités  par   le  nombre  des  tours.     De  plus  on  a  posé 


4r2 
c   = 


/<2+4r2' 

tandis  que  K  et  E  représentent  les  expressions  bien 
connues  des  intégrales  elliptiques  complètes  de  première 
et  de  seconde  espèce,  à  module  c. 
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Pareillement  j'ai  calculé  la  constante  d'induction 
correspondante  à  l'action  inductrice  mutuelle  de  deux 
bobines  pour  le  cas,  où  l'axe  de  l'une  est  situé  dans  le 
prolongement  de  l'axe  de  l'autre  et  où  leurs  rayons  ne 
diffèrent  que  peu.     La  formule  trouvée  est  *  *  note  4. 


128  7rrV2|/rrr 
~~   3aa'(r  +  r')2 


37i(r'—r)\/\-c2      2c2- 1  1-c2 

—  2(r'+r)c     +"     c3  '      & 


où  r  et  r'  sont  les  rayons  des  tours,  a  et  a'  leurs  di- 
stances, et  où  S  désigne  la  somme  des  quatre  valeurs 
différentes  que  prend  le  terme  entre  parenthèses,  quand 
l'on  égale  c2  successivement  à 

4rr'  4rr' 


d>+{r+ry     (d+h+hy+(r  +  rj 
4rr'  4>V 


(d  +  h)2+(r  +  r')2'     (d  +  h'y+(r  +  ry 

les  expressions  correspondantes  aux  deux  dernières  valeurs 
de  c2  étant  prises  avec  le  signe  négatif.  De  plus  h  et  h' 
désignent  les  hauteurs  des  deux  bobines  et  d  leur  plus 
conrte  distance.  Si  dans  l'expression  ci-dessus  on  fait 
r'  =  r,  h'  =  h  et  d  =  —h,  on  obtiendra  la  valeur 
doublée  de  la  constante  d'induction  correspondante  à 
une  seule  bobine,  qu'on  a  calculée  précédemment. 

Dans  les  expériences,  où  l'on  a  introduit  les  deux 
bobines  réunies,  la  bobine  (^4)  a  été  placée  au-dessus 
de  la  bobine  (B),  de  manière  que  les  axes  des  deux  bo- 
bines étaient  situés  sur  la  même  ligne  droite,  et  que  leur 
distance  minimum  était  de  48mm.  On  avait  donc  ici  en 
millimètres 

r  —  41,06,    r'  =  43,07,    h  =  121,   h!  =  216,   d  =  48, 

a   =    1,2C)0,     <l'   =   2,842. 
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La   constante   d'induction  relative   de  ces   deux  bo- 
bines sera  désignée  par  (^4,  B).     Les  constantes  d'induc- 
tion des  différents  conducteurs  calculées  numériquement 
*  note  5.    d'après  les  formules  indiquées  sont:* 

(1)  =  414m,8,     (2)  =  1992m,9,     (3)  =  372m,i , 

(4)  ==  332m,6,     (5)  =  1271m,4, 

(A)  =  3S80m,     (B)  =   166G'\     (A,  B)  =  166m,4. 

Outre  les  conducteurs  mentionnés,  on  s'est  servi 
dans  les  expériences  de  pièces  de  fil  plus  petites,  dont 
les  constantes  d'induction  provaient  être  indiquées  avec 
une  approximation  suffisante  par  estimation.  J'ai  ainsi 
évalué  les  constantes  des  fils  plus  épais  à  10  fois  leurs 
longueurs,  pour  le  fil  mince  d'argenton  à  15  fois  la  lon- 
gueur, et  pour  les  deux  fils  de  cuivre  situés  l'un  près 
de  l'autre,  qui  étaient  en  relation  avec  les  bobines,  à  5 
fois  la  longueur,  le  tout  évalué  en  mètres. 

Les  constantes  d'induction  des  petites  pièces  de  fil 
intercalées  sont  ci-dessous  partout  indiquées  à  côté  des 
constantes  des  conducteurs  eux-mêmes. 

Les  premières  expériences,  qui  ont  eu  pour  objet  une 
comparaison  des  constantes  électrodynamiques  des  fils 
suspendus,  ont  tout  de  suite  mis  en  évidence  une  con- 
cordance presque  complète  entre  les  expériences  et  les 
calculs.     Les  résultats  des  expériences  étaient: 

m  4-4 

NOTE  6.  tWt~T7"  =    l'083   (calc-:     1,076),* 

=  5,137  (cale:  5,137), 

=  0,292  (cale:  0,205), 

,  =   1,108  (cale:  1,117). 


(3)  +  17 

(2)  + G 

(3)+ 17 

(3) +  8 

(5)+ 18,5 

(3) +  6 
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Les  écarts  des  valeurs  observées  et  calculées  mon- 
tent en  moyenne  à  0,6  pour  cent,  et  sont  compris  entre 
les  limites  des  erreurs  d'expérience.  Une  comparaison 
entre  les  bobines  et  le  fil  nro  5  a  donné  le  résultat  suivant: 

(A)  +  37,2 

—vt — r~r> —  =   o,233   (CalC.  :     o,06<), 
(o)  +  6,2  v  ] 

(5) +17,2  ,  ,     ,  „        x 

V/,  '-  =   1,391  (cale:    1,318). 

(o)  +  6,2  v  7 

Ici  les  deux  rapports  observés  sont  de  5  et  6  pour 
cent  plus  grands  que  les  rapports  calculés;  les  écarts 
excédent  donc  de  beaucoup  les  limites  des  erreurs  d'ob- 
servation. 

Enfin  on  a  comparé  le  fil  nro  5  avec  les  deux  bobines 
réunies,  placées  comme  on  l'a  il  liqué  ci-dessus,  l'une 
au-dessus  de  l'autre,  le  courant  passant  dans  la  pre- 
mière expérience  dans  la  même  direction  par  les  deux 
bobines,  tandis  que  dans  l'autre  expérience  il  a  été 
commuté  dans  l'une  des  bobines.  Ces  expériences,  qui 
ont  été  exécutées  avec  grand  soin,  pour  réduire  les  er- 
reurs d'observation  au  minimum,  ont  donné 


(5) +  6,2 

(A)  +  (B)-(A,B)  +  teA 

(5) +  6,2 


=   4,490. 


Si  l'on  introduit  ici  la  valeur  de  (A.  B),  soit  166m,4, 
on  obtiendra 

(A)  +  (B)  =  5352»  (cale:  5546), 

(5)  =  1162m  (cale:  1271).*  *  note  7. 

Comme  les  erreurs  des  observations  particulières  se 
présentent  ici  considérablement  augmentées,  on  doit  con- 
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sidérer  le  résultat  comme  assez  satisfaisant  en  ce  qui  con- 
cerne les  bobines,  et  si  Ton  introduit  dans  les  résultats 
des  expériences  les  valeurs  calculées  de  (^1)  et  (J5),  qu'on 
doit  à  présent  considérer  comme  les  valeurs  les  plus 
exactes,  les  deux  expériences  donneront  (5)  =  1204 
et  1201,5,  dont  la  moyenne  est  1203  (cale:  1271).  Les 
expériences  donnent  par  conséquent  aussi  dans  ce  cas 
des  écarts  de  5  à  6  pour  cent;  c'est  pourquoi  les  con- 
stantes calculées  des  fils  suspendus  doivent  être  diminuées 
de  5  à  6  pour  cent. 

Ces  écarts  peuvent,  en  ce  qui  concerne  les  fils  sus- 
pendus, être  expliqués  d'une  manière  satisfaisante  par  la 
réaction  inductrice  des  corps  enviromants  qui  doit  pré- 
cisément diminuer  les  constantes  de  ces  fils.  On  doit 
par  conséquent  considérer  les  résultats  des  expériences 
comme  d'accord  avec  la  théorie. 

Il  y  a  pourtant  encore  une  éventualité,  dont  nous 
sommes  obligés  de  tenir  compte.  Les  expériences  sont 
faites  de  manière  que  les  constantes  électrodynamiques 
des  deux  conducteurs  qui  doivent  être  comparés  soient 
précisément  proportionnelles  à  leurs  résistances  de  con- 
duction. Si  l'on  désigne  les  deux  constantes  par  C  et 
Cj,  et  les  résistances  de  conduction  par  r  et  ri;  l'expé- 
rience fait  ressortir  la  valeur  du  rapport 

r         C 

qui  peut  aussi  être  écrit  sous  la  forme 

C+Ar 

m  -  Ci+Ari  ' 

A   étant   un   facteur   arbitraire.      Par   conséquent,    si  la 
constante  électrodynamique  d'un  conducteur  contient  un 
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terme  proportionnel  à  la  résistance  de  conduction,  ce 
terme,  quelque  grand  qu'il  soit,  ne  peut  être  décelé  par 
notre  procédé.  La  question  énoncée  plus  haut  (p.  189) 
et  exprimée  avec  plus  de  précision  dans  l'équation  (2) 
(p.  190)  n'est  donc  pas  complètement  tranchée  par  les 
expériences  faites  jusqu'ici;  mais  les  résultats  des  ex- 
périences font  pourtant  ressortir  avec  une  grande  vraisem- 
blance, que  la  constante  D  de  l'équation  (2)  doit,  si 
elle  diffère  en  général  de  zéro  être  proportionnelle  pour 
les  différents  métaux  (cuivre,  argenton)  à  leur  résistance 
de  conduction  spécifique. 

Il  était  naturel  de  rechercher,  si  l'on  obtiendrait  les 
mêmes  résultats  en  remplaçant  le  fil  mince  d'argenton, 
dont  on  s'était  servi  pour  produire  la  résistance  néces- 
saire, par  un  rhéostat  à  liquide. 

J'ai  employé  une  auge  contenant  une  solution  con- 
centrée de  sulfate  de  cuivre,  dans  laquelle  on  avait  mis 
comme  électrodes  des  plaques  de  cuivre.  On  n'a  pas 
tardé  à  reconnaître  que  les  expériences  ne  pouvaient 
être  exécutées  de  cette  manière,  parce  qu'on  ne  pouvait 
réduire  l'action  sur  le  téléphone  qu'à  un  certain  mini- 
mum. Il  ne  se  produisait  aucun  „point  mort",  de  manière 
qu'on  ne  pouvait  pas  obtenir  une  coïncidence  complète 
des  courants  extraordinaires  dans  les  deux  conducteurs. 
Si  l'on  tient  compte  du  point  minimum  observé,  le  rhéo- 
stat avait  pour  effet  de  diminuer  la  constante  électro- 
dynamique,  ce  qui  pouvait  être  le  résultat  de  la  polari- 
sation de  l'électrode  par  l'interruption  du  courant;  car 
l'action  de  la  polarisation  est  opposée  à  celle  du  courant 
extraordinaire.  On  observa  en  même  temps  qu'un  multi- 
plicateur,   intercalé  à  côté   du   téléphone,   indiquait  une 
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déviation  pour  le  point  minimum  du  téléphone ,  et  que 
cette  déviation  était  produite  par  un  excès  de  la  branche 
du  rhéostat  à  liquide. 

Gomme  il  était  évident  que  la  polarisation  pouvait 
troubler  gravement  les  expériences,  j'ai  de  plus  recherché, 
si  une  pareille  perturbation  pouvait  être  produite  par 
un  courant  thermoélectrique.  On  a  observé  que  cela 
n'était  pas  le  cas,  au  moins  pour  les  courants  faibles 
dont  je  me  suis  servi.  J'ai  môme  pu  intercaler  toute 
une  pile  d'éléments  thermoélectriques  sans  produire  au- 
cune perturbation  dans  les  résultats  des  expériences. 

Une  autre  méthode  pour  la  détermination  de  la 
constante  électrodynamique  procède  des  expériences  de 
Feddersen,  sur  les  décharges  des  bouteilles.  Il  y  avait 
d'autant  plus  lieu  de  répéter  ces  expériences,  que  c'était 
la  seule  manière  de  découvrir  les  causes  des  écarts  entre 
la  théorie  et  les  résultats  trouvés  par  Feddersen.  Je 
n'ai  pourtant  pas  jugé  nécessaire  d'assumer  la  lourde 
tâche  de  répéter  toute  la  suite  d'expériences  si  admi- 
rablement exécutées  par  Feddersen,  car  j'ai  pensé  que 
quelques  mesures  exactes  et  bien  faites  suffiraient  pour 
le  but  en  vue. 

Au  moyen  d'un  appareil  de  rotation,  actionné  par 
une  manivelle  et  qui  était  placé  sur  un  socle  isolé,  on  a 
fait  tourner  très  vite,  grâce  à  un  engrenage  de  roues, 
un  miroir  plan  d'acier  dont  le  diamètre  était  de  27mm.  A 
chaque  tour  de  la  manivelle  correspondaient  468J  rota- 
tions du  miroir,  et  l'on  pouvait  facilement  obtenir  de 
100  à  200  rotations  du  miroir  par  seconde;  les  expériences 
ont  été  faites  avec  des  vitesses  comprises  entre  ces 
limites.  Pour  pouvoir  déterminer  la  vitesse  de  rotation, 
on   avait   fixé   sur  l'axe   de   la   manivelle    un   disque   de 
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laiton,  dont  le  diamètre  était  de  210mm,  qui  fut  recouvert 
de  collodion  et  noirci  par  une  flamme  de  pétrole.  Un 
diapason  pourvu  d'une  pointe  de  laiton,  qui  faisait  22G 
vibrations  complètes  par  seconde,  était  placé  sur  un 
socle  solide  et  isolé,  en  position  horizontale  en  face  du 
disque,  de  manière  que  sa  pointe  fût  pressée  contre  la 
surface  noircie  par  la  fumée.  Quand  fut  retirée  la  pince 
qui  maintenait  les  branches  du  diapason ,  la  pointe  du 
diapason  a  dessiné  une  ligne  sinueuse  sur  le  disque 
tournant. 

La  face  postérieure  du  miroir  tournant  portait  une 
branche  courte  à  laquelle  était  soudé  un  fil  de  métal 
mince  et  court.  Tous  deux  étaient  recouverts  de  gomme 
laque  à  l'exception  de  la  pointe  du  fil.  Pour  une  posi- 
tion déterminée  du  miroir  cette  pointe  du  fil  se  trouva 
en  face  de  l'orifice  d'un  tube  de  verre,  dans  laquelle 
était  noyé  au  moyen  de  gomme  laque  un  fil  de  cuivre 
rétiré  de  quelques  millimètres. 

Comme  accumulateur  électrique  on  s'est  servi  d'une 
batterie  de  9  bouteilles  de  Leyde,  qui  fut  chargée  à  l'aide 
d'une  machine  de  Holz.  On  a  fait  commencer  la  dé- 
charge en  approchant  un  fil  terminé  en  boule  de  l'arma- 
ture intérieure  de  la  batterie  et  ce  mouvement  a  été 
exécuté  peu  de  temps  après  avoir  fait  vibrer  le  diapason, 
ce  qu'on  a  fait  en  étendant  un  doigt  de  la  main  qui  fai- 
sait fonctionner  l'appareil  de  rotation.  Le  fil  conducteur 
allait  de  l'armature  intérieure  de  la  batterie  au  fil  de 
cuivre  noyé,  comme  nous  l'avons  dit  ci-dessus,  dans  un 
tube  de  verre;  et  de  là,  au  moment  où  la  pointe  placée 
derrière  le  miroir  se  trouvait  en  face  de  l'orifice  du  tube, 
la  décharge  passait  sur  le  miroir  et,  par  l'appareil  de 
rotation  et  par  la  pellicule,  sur  le  diapason. 
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De  là,  un  conducteur  court  allait  à  un  déchargeur 
fixe,  composé  de  deux  petites  boules  de  cuivre  ou  d'étain, 
recouvertes  de  gomme  laque,  à  l'exception  de  deux  petites 
taches,  et  placées  à  une  distance  horizontale  d'environ 
5mm  l'une  en  face  de  l'autre. 

De  ce  déchargeur  l'électricité  repassait  enfin  par  un 
des  fils  conducteurs  mentionnés  ci-dessus  à  l'armature 
extérieure  de  la  batterie. 

Dans  l'espace  intermédiaire  entre  le  déchargeur  fixe 
et  le  miroir  tournant,  on  avait  placé  un  appareil  de  len- 
tilles photographiques,  par  lequel  les  rayons  de  l'étincelle 
ont  été  recueillies  de  manière  que  tout  le  faisceau  fût 
recueilli  par  le  miroir  et,  de  là,  réfléchi  sur  une  plaque 
photographique  placée  un  peu  au  dessus  du  déchargeur, 
sur  laquelle  se  formait  une  image  un  peu  agrandie  de 
l'étincelle.  Les  plaques  employées  étaient  à  pellicule  de 
gélatine,  sèches  et  très  sensibles. 

Les  images  photographiques  obtenues  avec  les  fils 
conducteurs  courts  étaient  indistinctes;  au  contraire  j'ai 
réussi  à  obtenir,  avec  les  fils  conducteurs  longs,  trois 
images  dans  lesquelles  les  raies  équidistantes,  correspon- 
dantes aux  oscillations  successives  et  produites  par  la 
décharge  oscillatoire,  étaient  assez  distinctes,  pour  qu'on 
pût  mesurer  leurs  distances.  La  vitesse  de  rotation  du 
miroir  fut,  après  la  décharge,  mesurée  au  moyen  de  la 
ligne  sinueuse  décrite  par  la  pointe  du  diapason  sur  le 
disque  de  laiton  noirci,  car  j'avais  placé  sur  le  disque 
un  secteur  concentrique  de  papier  de  20°  d'ouverture, 
qui  avait  une  fente  par  laquelle  on  pouvait  voir  la  marque 
de  l'étincelle;  j'avais  aussi  marqué  les  points  d'inter- 
section du   secteur  et  de  la  ligne  d'ondulation  par  deux 
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traits    au    crayon.     Puis    on    a    compté    le   nombre    des 
vibrations  du  diapason  entre  les  deux  marques. 

Si  r  est  la  distance  du  miroir  à  la  plaque  photogra- 
phique, l'image  formée  sur  la  plaque  se  mouvra  avec 
une  vitesse  correspondante  au  chemin  4;rr  pour  chaque 
rotation  du  miroir.  Si  le  miroir  fait  n  rotations  par 
seconde,    l'image   aura    dans    le    temps    T   parcouru    le 

chemin 

b  =  knrnT. 

Par  conséquent,  si  T  est  la  durée  d'une  oscillation 
de  l'étincelle,  b  sera  la  distance  des  raies  de  l'image 
photographique. 

Si  de  plus  m  est  le  nombre  de  vibrations  complètes, 
qu'a  décrites  le  diapason  entre  les  deux  marques  de 
crayon,  comme  la  distance  angulaire  de  ces  deux  mar- 
ques est  20°,  et  comme  le  diapason  fait  226  oscillations 
complètes  par  seconde,  on  aura 

226 
18  m 

De  ces  deux  équations,  où  l'on  connaît  r  qui  est 
égal  à  455nim,7,  on  déduira 

T  =  0,02967-  \0-6mb. 

Ici  b  doit  être  exprimé  en  millimètres. 

Dans  l'une  des  expériences  on  avait  intercalé  tout  le 
conducteur  de  fil  mentionné  ci-dessus,  à  savoir  les  con- 
ducteurs nros  2,  3  et  5  et  de  plus  un  iil  de  cuivre  en- 
touré de  caoutchouc,  qui  allait  des  conducteurs  longs  au 
local  contigu  et  sombre,  où  les  expériences  ont  été  faites. 
En  comparant  ce  fil  qui  sera  désigné  par  n°  0,  avec  un 
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des   fils   longs,    on   a  trouvé   expérimentalement   que   sa 
constante  électrodynamique  était  (0)  =  216m,8. 

L'image  photographique  a  fait  voir  cinq  raies  minces 
équidistantes.  La  distance  des  raies  extrêmes  était  26mm,2, 
d'où  l'on  déduit  b  =  6,55.  De  plus  on  a  trouvé  m  =  42. 
On  conclut  de  là,  que  la  durée  d'une  oscillation,  exprimée 
en  secondes,  était 

T  =  8,1(5-  10-6 

pour  les  conducteurs  nos  0,  2,  3,  5. 

Les  deux  autres  expériences  ont  été  exécutées  avec 
les  conducteurs  n°  2  et  n°  0  pris  séparément.  Ici  on 
pouvait  apercevoir  respectivement  4  et  5  raies  minces 
équidistantes.  Les  distances  des  raies  étaient  5mm,67 
correspondant  à  m  =  38,5  et  omn\65  à  m  =  36,7.  On 
obtient  comme  moyenne 

T  =  6,32- 10-6  pour  les  conducteurs  nos  0  et  2. 

En  ce  qui  concerne  la  détermination  théorique  de 
la  durée  d'une  oscillation,  je  pourrais  renvoyer  au  mé- 
moire de  Kirchhoff;  mais,  comme  le  calcul  est  très  simple 
dans  les  cas  correspondants  aux  expériences,  je  le  repro- 
duirai ici  en  le  résumant.  Nous  introduirons  dès  le  com- 
mencement la  supposition,  rendue  plausible  par  le  calcul 
même  de  Kirchhoff,  que  la  résistance  du  conducteur 
n'influe  pas  d'une  manière  appréciable  sur  la  durée  d'une 
oscillation.  L'équation  (1)  pag.  189,  donne  en  égalant 
r  à  zéro, 

V  ^  cc~. 

at 

Ajoutez  à  cela  que  la  différence  de  potentiel  des 
deux  extrémités  du  conducteur,   armatures   intérieure  et 
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extérieure  de  Ja  batterie,  peut  être  déterminée  par 

fiV  =  a2Q, 

ou  Q  est  la  „ charge  disponible"  de  la  pile  et  /?  sa  „ ca- 
pacité", ou  la  charge  disponible  correspondant  à  la  diffé- 
rence potentielle  1,  toutes  les  deux  mesurées  en  mesures 
mécaniques.  Si  nous  nous  étions  servis  de  ces  mesures 
dans  les  calculs,  la  constante  a,  qui  entre  dans  l'équa- 
tion ci-dessus,  serait  égale  à  1  ;  mais  comme  nous  nous 
sommes  servis  des  mesures  électromagnétiques,  on  doit, 
comme  on  sait,  considérer  cette  constante  comme  une 
quantité  qui  est  à  peu  près  égale  à  la  vitesse  de  la  lu- 
mière, soit 

a  ==  300- 106  mètres. 

Enfin  une  perte  de  charge  disponible  — dQ  corres- 
pondra pendant  la  durée  de  la  décharge  à  une  augmen- 
tation égale  de  la  quantité  d'électricité  qui  se  trouve  dans 
le   conducteur  sons  forme   de   courant.     Par  conséquent 

on  aura 

dQ 

Tt~  %' 

Des  trois  équations  que  nous  venons  d'établir  on 
tirera,  par  élimination  de  Q  et  F,  l'équation  différen- 
tielle 

*+*<?£ -0, 

dont  l'intégrale  a  la  forme 

t    =    A  COS  71  -jp  -f  B  sin  7t  y, , 


ou 


T-lVfiC.  (3) 
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Telle  est  donc  la  durée  calculée  d'une  oscillation. 
Gomme  on  le  voit,  cette  expression  dépend  de  la  con- 
stante électrodynamique  C  et  en  outre  de  la  capacité 
/9  de  la  pile.     Reste  encore  à  déterminer  cette  quantité. 

Cette  détermination  a  été  exécuté,  par  comparaison 
de  la  pile  avec  deux  grands  condensateurs  de  formes 
simples.  L'un  était  composé  de  deux  cylindres  hauts  de 
0m,997  et  formés  de  lames  de  zinc  épaisses  de  lmm,3.  Ils 
étaient  placés  verticalement  sur  des  supports  de  gomme 
laque  l'un  à  l'intérieur  de  l'autre  et  concentriquement  avec 
lui.  La  circonférence  du  cylindre  extérieur  mesurée  sur  la 
surface  intérieure  était  lm,253,  la  circonférence  du  cylindre 
intérieur  mesurée  sur  la  surface  extérieure  était  lm,i05. 

Si  l'on  calcule  la  capacité  de  ce  condensateur,  que 
nous  désignerons  par  /91?  au  moyen  de  la  formule 

Px        21og«' 

où  //    est  la  hauteur   des  cylindres,    et  a  le  rapport  de 
leurs  circonférences,  on  trouvera 

*  NOTE  8.  A    =    3"VJ83.  * 

La  formule  employée  suppose  pourtant  que  la  di- 
stance des  cylindres  puisse  être  considérée  comme  infini- 
ment petite  en  comparaison  de  leur  hauteur.  En  réalité 
la  capacité  doit  être  considérablement  plus  grande. 

L'autre  condensateur  était  formé  par  deux  plaques 
circulaires  d'acier  Bessemer,  dont  le  diamètre  était  de 
lm,47i ,  et  l'épaisseur  de  6mm,5.  Elles  étaient  placées 
horizontalement  et  l'inférieure  reposait  sur  un  support 
de  bois. 

La  plaque  supérieure  reposait  sur  six  cylindres  de 
verre,  hauts  de  52mm,6,   placés   sur  la   plaque  inférieure. 
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Si  l'on  calcule  sa  capacité,  que  nous  désignerons  par  ft2, 
par  la  formule 

fi   =~ 

^        le1 

où  R  est  le  rayon  des  plaques,  e  leur  distance,  on  obtiendra 

A  —  2m,57i . 

Ce  résultat  est  aussi  beaucoup  trop  petit.  Il  n'existe 
pas  de  solution  complète  de  ce  problème  sur  les  con- 
densateurs; mais  Kirchhoff  a  dans  les  „Berichte  der  Ber- 
liner  Akademie"  pour  1877  déterminé  la  correction  qu'il 
faut  ajouter  à  la  formule  citée  ci-dessus,  dans  le  cas  où 
la  distance  et  l'épaisseur  des  plaques  peuvent  être  con- 
sidérées comme  infiniment  petites  en  comparaison  de  leur 
rayon.  D'après  cette  formule  on  trouverait  /92  =  2m,92, 
valeur  de  près  de  14  pour  cent  plus  grande.  Gomme 
la  correction  peut  acquérir  une  si  grande  valeur,  alors 
qu'on  suppose  dans  les  calculs  qu'elle  est  infiniment 
petite,  on  peut  douter  de  sa  légitimité;  et,  comme  on 
n'est  pas  sur  que  la  valeur  corrigée  soit  plus  près  de  la 
réalité  que  la  valeur  non  corrigée,  je  préfère  me  ser- 
vir de  la  dernière,  dont  on  sait  au  moins  avec  certitude 
qu'elle  est  trop  petite.  Si  l'on  adopte  un  écartement 
plus  petit  pour  les  plaques  du  condensateur,  ce  que  j'ai 
du  reste  essayé,  on  introduira  de  nouvelles  erreurs,  en 
partie  à  cause  de  la  difficulté  de  l'isolation,  en  partie 
parce  que  les  petites  erreurs  inévitables  faites  sur  les 
distances  auront  alors  une  trop  grande  influence. 

Pour  faire  en  premier  lieu  la  comparaison  des  9 
bouteilles,  dont  se  composait  ma  batterie,  je  les  ai  char- 
gées en  combinaison  l'une  avec  l'autre  et  puis  déchargées 
chacune  séparément  au  moyen  d'un  galvanomètre  à  miroir 

II.  u 
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à  tours  nombreux,  où  l'on  avait  de  plus  intercalé  un 
tube  rempli  d'eau.  Les  capacités  étaient  alors  propor- 
tionelles  aux  déviations  du  galvanomètre  observées  avec 
la  lunette.  Les  bouteilles  ont  été  reconnues  presque 
égales  à  l'exception  de  deux,  dont  les  capacités  étaient 
d'environ  20  pour  cent  plus  grandes  que  celle  des  autres. 
La  capacité  de  la  batterie  entière  était  9,37  fois  plus 
grande  que  la  capacité  de  la  bouteille  que  j'avais  choisie 
pour  faire  la  comparaison  avec  les  conducteurs  mentionnés. 

Pour  faire  la  comparaison,  je  me  suis  servi  d'un 
électromètre  à  torsion,  dont  la  barre  horizontale  et  mo- 
bile était  mise  par  le  fil  de  suspension  en  communica- 
tion avec  la  barre  fixe.  De  cette  manière  les  deux  barres 
étaient  toujours  chargées  au  même  potentiel.  Pour  les 
mesures  on  a,  au  moyen  d'un  bouton  isolé,  fait  tourner 
le  point  de  suspension  du  fil  tordu  de  manière  à  réduire 
la  déviation  à  un  angle  constant  de  20°,  et  puis  on  a 
lu  l'angle  du  torsion  sur  un  cercle  divisé  placé  au  dessus. 
On  a  mis  l'armature  intérieure  de  la  bouteille  de  Leyde 
en  relation  avec  l'électromètre  dont  l'armature  extérieure, 
comme  le  cylindre  extérieur  du  condensateur  cylindrique 
et  la  plaque  inférieure  du  condensateur  à  plaques,  étaient 
en  communication,  tant  avec  le  conduit  de  gaz  qu'avec 
celui  d'eau. 

Pour  les  expériences,  la  bouteille  a  été  chargée 
d'électricité,  l'angle  de  torsion  de  l'électromètre  a  été 
déterminé  ;  puis  la  bouteille  a  été  partiellement  déchargée 
au  condensateur,  et  on  a  de  nouveau  déterminé  l'angle 
de  torsion.  Trois  expériences  faites  avec  le  condensa- 
teur cylindrique  ont  donné  les  rapports  suivants  des  angles 
de  torsion  observés: 

55  78        ,  74  , 

gg ,=  1,45,      —=1,47,      gg  =  1,48,     moyenne    1,466. 


LUI 

Le  potentiel  de  la  bouteille  et  de  l'électromètre  est 
donc  réduit  par  la  décharge  de  1/1,466  =  1,211  à  1,  d'où 
résulte  que  le  rapport  de  la  capacité  de  la  bouteille  (les 
capacités  de  l'électromètre  et  du  fil  conducteur  étant 
tellement  petites  qu'elles  peuvent  être  négligées)  à  celle 
du  condensateur  était  1:0,211.  Si  la  capacité  de  la  bou- 
teille est  désignée  par  K,  on  aura  par  suite,  en  employant 
la  valeur  de  /?,  indiquée  ci-dessus, 

K  =    18m,88. 

Pareillement  on  a  fait  la  comparaison  des  capacités 
de  la  même  bouteille  et  du  condensateur  à  plaques,  avec 
cette  différence  pourtant  qu'ici  l'on  a  décharge  trois  fois 
la  bouteille  au  condensateur  par  trois  décharges  succes- 
sives. Le  potentiel  diminua  par  ce  procédé  de  1,466  à  1, 
ou  par  chaque  décharge  de  ^/ jTïôe  =  M86  à  1.  En 
employant  la  valeur  calculée  de  la  capacité  du  conden- 
sateur à  plaques,  on  trouvera 

K  =   18m,90; 

mais  il  faut  remarquer,  qu'on  doit  admettre  que  les  deux 
valeurs  trouvées  sont  considérablement  trop  petites,  à 
cause  du  calcul  incomplet  des  capacités  des  deux  conden- 
sateurs, et  que  les  corrections  seraient  vraisemblablement 
différentes  dans  les  deux  cas. 

La  capacité  totale  de  la  pile  sera  par  conséquent 
un  peu  plus  grande  que 

9.37-18m,89   =    177m,0. 

Si  l'on  introduit  cette  valeur  de  ft  dans  l'équation  (3), 
et  si  de  plus,  en  employant  les  notations  antérieures,  on 
pose  C  =  (0)  +  (2)  +  (3)  +  (5),  où  (0)  «  216m,8,  et  où 

H* 
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les  trois  autres  constantes  ont  les  valeurs  calculées  ci- 
dessus,  en  soustrayant  pourtant  5,5  pour  cent,  on  obtiendra 
C  =  3G53m  et 

T  =  8,42- 10-6  (obs.:  8,16- 10~6). 

Aux  deux  autres  observations  de  la  durée  d'une 
oscillation  correspond  C  =  (0)4- (2)  =  2100m,  et,  si  l'on 
introduit  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  on  obtiendra 

T  =  6,38- 10-6  (obs.  6,32- 10-6). 

Gomme  on  le  voit,  il  y  à  une  bonne  concordance 
entre  les  observations  et  la  théorie;  il  faut  pourtant 
remarquer,  que  cette  concordance  est  un  peu  plus 
petite  en  réalité  qu'en  apparence;  car  la  capacité  de  la 
batterie  est  assurément  plus  grande  que  celle  que  nous 
avons  admise.  En  fait,  la  durée  observée  d'une  oscillation 
est  un  peu  plus  petite  que  la  durée  calculée,  résultat  qui 
est  précisément  contraire  à  celui  qui  résulte  du  calcul 
des  expériences  de  Feddersen ,  fait  par  Kirchhoff.  Mais 
on  en  peut  conclure,  qu'il  n'y  a  pas  de  raison  d'ad- 
mettre que  l'électricité  ait  de  l'inertie,  ni  d'attacher  de 
l'importance  au  terme  hypothétique  de  l'équation  (2).  Ce 
que  nous  avons  nommé  la  constante  d'induction  devient 
donc  identique  à  la  constante  électrodynamique,  et  cette 
constante  ne  dépend,  conformément  à  la  théorie  admise 
jusqu'ici,  que  des  forces  à  distance. 

Si  nous  attachons  quelque  importance  aux  écarts 
constatés,  on  doit  plutôt  en  chercher  l'explication  dans 
l'étincelle  elle-même  qui,  comme  je  l'ai  dit  au  commen- 
cement de  ce  mémoire,  produit  vraisemblablement  une 
diminution  de  la  durée  d'une  oscillation,  à  raison  des 
circonstances  particulières  qui  accompagnent  la  formation 
de  l'étincelle. 
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A  présent,  on  pent  sans  difficulté  reconnaître  l'ori- 
gine de  l'erreur  faite  dans  le  calcul  des  expériences  de 
Feddersen.  Feddersen  n'avait  pas  calculé  lui-même  la 
capacité  de  sa  batterie,  et  Kirchhoff  l'a  calculée  en  sup- 
posant d'après  une  indication  de  Siemens  que  la  puis- 
sance distributive  (la  constante  de  diélectricité)  du  verre 
était  égale  à  2.  En  fait  ce  nombre  est  trop  petit.  Une 
de  mes  bouteilles  de  Leyde  s'étant  brisée  par  accident, 
j'ai  eu  l'occasion  de  faire  de  nombreuses  mesures  sur  les 
épaisseurs  du  verre  à  différents  endroits.  Elle  était  en 
moyenne  de  2mm,30  pour  les  parois  et  de  7mm,4  pour  le  fond. 
La  hauteur  de  l'armature  intérieure  était  232mm  et  son 
diamètre  107mm.  On  en  déduit,  en  désignant  par  fi  la 
puissance  distributive  du  verre,  que  la  capacité  du  fond 
était  0m,0967/y.  et  que  la  capacité  de  la  partie  cylindrique 
était  2m,756  (i,  en  tout  2m,853  fi. 

Par  les  mesures  précédentes  on  a  reconnu  que  la 
capacité  de  cette  bouteille  surpassait  de  3  pour  cent 
celle  de  la  bouteille  dont  on  s'est  servi  pour  faire  les 
mesures  mentionnées.     On  obtiendra  ainsi 

2,853  (i   =    19,46 

et 

(j.   =   6,82. 

En  réalité,  la  puissance  distributive  est  encore  un 
peu  plus  grande.  Ainsi  l'erreur  commise  dans  le  calcul 
des  expériences  de  Feddersen  tient  à  la  détermination 
de  fi]  si  l'on  multiplie  cette  constante  par  3,41,  la  durée 
calculée  d'une  oscillation  est  multipliée  par  1/3,41  =  1,85 
et  s'accorde  avec  l'observation. 

Ajoutons  que  d'autres  observateurs  ont  trouvé  pour 
le  verre   une  puissance   distributive   très  grande.     Ainsi 
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Wûllner*  indique  pour  le  verre  6,10,  Hopkinson**  pour 
le  flint  de  6,57  à  10,1,  Schiller***  pour  le  verre  demi- 
blanc  2,(.)t>  à  3,66  et  pour  le  verre  à  glace  blanc  de  5,78 
à  0,34.  Enfin  on  trouve  dans  le  mémoire  même  de 
Siemens****,  où  la  puissance  distributive  du  verre  est 
indiquée  comme  voisine  de  2 ,  une  expérience  d'où  l'on 
peut  déduire  un  résultat  tout  différent. 

Un  fil  de  fer  épais  de  deux  lignes  anglaises ,  long 
de  120m,85,  était  isolé  et  suspendu  à  8m  au-dessus  du 
sol.  Sa  capacité  fut  comparée  avec  celle  d'une  plaque 
de  verre  épaisse  de  lmm  à  armature  de  2,25  décimètres 
carrés,  et  on  a  trouvé  le  rapport  2138:2948. 

Si  l'on  calcule  la  puissance  distributive  du  verre  par 
cette  expérience,  on  obtiendra  5,21. 

Outre  les  déterminations  des  constantes  électro- 
dynamiques  mentionnées  ci-dessus,  j'ai  encore  exécuté 
quelques  mesures  des  constantes  électrodynamiques  des 
fils  de  fer.  Un  fil  de  fer  galvanisé,  épais  de  2mm,2,  était 
suspendu  à  côté  des  fils  de  cuivre  et  allait  deux  fois 
d'une  tribune  à  l'autre.  Il  fut  comparé  avec  un  des  fils 
de  cuivre,  ce  qui  montra  qu'on  ne  pouvait  pas  faire 
coïncider  les  deux  courants  extraordinaires  des  deux 
fils;  on  a  pourtant  observé  un  minimum  distinct;  d'où 
résulterait  pour  la  constante  électrodynamique  du  fil  de 
fer  une  valeur  près  de  6  fois  plus  grande  que  celle  du 
lil  de  cuivre  n°  4  qui  était  de  la  même  longueur  et  un 
peu  moins  épais.  Par  comparaison  avec  la  bobine  (B)  on 
a  obtenu  une  valeur  correspondante,   savoir  2080m.     On 


*)  Wiedemann  Ami.,  t.  1.  p.  401. 
**)  Pioc.  Roy.  Soc.  20,  p.  298. 
***)  Pogg.  Ann.  t.  CLII,  p.  557. 
****)  Pogg.  Ann.  t..  Cil,  p.  66. 
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a  obtenu  à  peu  près  le  même  résultat  avec  un  autre 
fil  de  même  longueur,  mais  plus  mince  (épais  de  lmm). 
On  a  opéré  avec  plus  de  précision  en  comparant  les 
deux  fils  de  fer  entre  eux;  sans  avoir  pu  pourtant  faire 
coïncider  complètement  les  deux  courants,  on  a  trouvé 
que  la  constante  du  fil  plus  mince  (et  plus  mou)  était 
1,13  fois  plus  grande  que  celle  de  l'autre  fil. 

Le  fait  que  les  courants  extraordinaires  sont  con- 
sidérablement augmentés  dans  les  fils  de  fer  est  bien 
connu,  surtout  après  les  recherches  de  Villari  sur  ce 
sujet;  il  est  mentionné  dans  „Die  Lehre  vom  Galvanis- 
nms"  de  Wiedemann  (t.  II,  p.  55).  Herwig*  a  étudié 
avec  plus  de  précision  les  courants  extraordinaires  dans 
les  barres  de  fer  à  l'aide  du  dispositif  de  Wheatstone  avec 
un  galvanomètre  dans  le  pont  et  il  a  déduit  de  ses  ex- 
périences ce  résultat,  que  les  courants  extraordinaires  dans 
des  barres  d'épaisseur  variable  étaient  entre  eux  comme 
les  carrés  de  leurs  sections  droites.  Ce  résultat  est  en 
contradiction  avec  celui  que  j'ai  trouvé  ci -dessus;  mais 
l'emploi  de  barres  aussi  courtes  (lm,6  et  lm,7)  et  d'un 
appareil  insuffisamment  sensible  comme  le  galvanomètre, 
ne  peut  donner,  pour  de  telles  mesures,  que  des  résul- 
tats très  incertains. 

Herwig  et  G.  Wiedemann  s'accordent  pour  expliquer 
la  grande  intensité  du  courant  extraordinaire  par  le 
magnétisme  transversal  et  annulaire  produit  dans  un  fil 
de  fer,  quand  un  courant  électrique  le  parcourt;  et  on 
ne  peut  guère  douter  de  cette  origine.  Je  chercherai  à 
déterminer  ce  magnétisme  et  son  action  inductrice  avec 
plus   de  précision   dans  le   cas   d'un  fil  cylindrique  long, 

*)  Pogg.Ann.  t.  CXLIII,  p.  115. 
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détermination  qui  ne  présente  pas  de  difficultés,  car  on 
a  affaire  ici  à  une  espèce  de  magnétisme  dont  les  effets 
ne  sont  pas  du  tout  magnétiques,  mais  seulement  élec- 
triques. 

La  force  magnétisante  qu'exerce  tout  le  courant  sur 
des  points  du  fil  situés  sur  un  cercle  à  la  distance  a  de 
l'axe  du  fil  est  dirigée  suivant  la  tangente  au  cercle. 
L'élément  de  courant  qui  a  pour  coordonnées  semi- 
polaires  x,  r,  #,  et  pour  intensité  u,  exercera  sur  un  point, 
dont  les  coordonnées  sont  0,  a,  0,  une  influence  magnéti- 
sante, ayant  pour  direction  cette  tangente  et  pour  grandeur 

(a  —  r  cos  tf)  rdr  dx  dt) 
u 


(x2-\-  a2  -f-  >'2 —  2  ar  cos  6)*  ' 

Si  l'on  intègre  cette  expression  de  x  =  —  oo  à 
x  =  +œ,  ce  qui  revient  à  supposer  le  fil  infiniment 
long,  de  6  =  0,  à  0  =  2?r  et  de  r  =  0  à  r  =  a  (le 
rayon  du  fil)  on  obtiendra 

2  7i  u  a. 

Par  conséquent,  si  l'on  désigne  par  k  la  fonction  de 

magnétisation   du   fer  et  par  M  le  moment  magnétique 

produit  dans  l'unité  de  volume  du  fil  à  la  distance  a  de 

l'axe,  on  aura 

M  =  %7ruak. 

Pour  un  élément  de  volume  de  coordonnées  x,  a  et 
H  le  moment  magnétique  sera  par  conséquent  MadadxdO. 
Une  variation  de  ce  moment  produira  sur  un  point  de 
coordonnées  0,  r,  0,  une  force  électromotrice  dont  la 
composante  suivant  l'axe  du  fil  est 

dM    (a  —  r  cos  6)  a  da  dx  d6 

dt   (s?+<t+  r2-  2  a  r  cos  6)*  ' 


217 

d'où  l'on  déduit,  en  intégrant  entre  x  =  —  x  et  x  =  -\-  oo, 
entre  a  =  0  et  a  ==,  a ,  entre  #  =  Oet/9  =  2;r, 

La  force  électromotrice  induite  est  donc  maxima 
sur  l'axe  et  s'évanouit  à  la  surface  du  fil.  Si  nous  pre- 
nons la  moyenne  de  toute  la  section  normale  du  fil,  et 
si  nous  désignons  l'intensité  du  courant  par  i  —  rcau< 
cette  moyenne  deviendra 

dt 

La  constante  électrodynamique  d'un  fil  de  grande 
longueur  l  peut  donc  être  exprimée  par 

C  =  ^21og--4-2wA;)  .*  *  note  9. 

Il  résulte  de  là  que  la  fonction  de  magnétisation  k 
entre  d'une  manière  simple  dans  l'expression  de  la  con- 
stante électrodynamique,  et  que  l'augmentation  de  cette 
constante  produite  par  le  magnétisme  est  indépendante 
de  l'épaisseur  du  fil.  Dans  les  expériences  citées  ci- 
dessus  on  avait  l  =  31m  et  C  =  2080m  pour  le  fil  le 
plus  épais.  On  déduit  de  là  que  k  est  égal  à  10  environ, 
résultat  qui  concorde  assez  bien  avec  ce  que  nous  savons 
de  la  fonction  de  magnétisation  du  fer. 

Cette  fonction  ne  peut  pourtant  pas,  comme  on  sait, 
être  considérée  comme  une  constante  proprement  dite, 
et,  ce  qui  importe  surtout  ici,  la  variation  du  moment 
magnétique  ne  correspond  pas  à  chaque  instant  à  la 
variation  simultanée  des  forces.  Il  s'ensuit  que  la  durée 
du  courant  extraordinaire  d'un  fil  de  fer  sera  plus  grande 
que  celle  d'un  fil  de  cuivre;    c'est  pourquoi  l'on  ne  doit 
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pas  s'attendre,  (ce  qui  ressort  d'ailleurs  des  expériences), 
à  ce  que  les  courants  extraordinaires  d'un  fil  de  fer  et 
d'un  fil  de  cuivre  ou  même  de  deux  fils  de  fer  diffé- 
rents puissent  coïncider  complètement. 

L'influence  des  propriétés  magnétiques  d'un  fil  télé- 
graphique en  fer  ne  sont  pas  en  tout  cas  nuisibles. 
Bien  qu'une  vitesse  de  propagation  plus  petite  corresponde 
à  une  constante  dynamique  plus  grande,  en  même  temps 
le  coefficient  d'absorption  ou  le  décroissement  de  l'inten- 
sité des  courants  périodiques  pour  les  distances  plus 
grandes  sera  plus  petit.  Au  contraire  l'influence  de 
l'inertie  magnétique  sera  en  tout  cas  nuisible,  car  elle 
effacera  les  impulsions  données.  Le  magnétisme  du  fil 
les  rendra  un  peu  plus  fortes,  mais  moins  distinctes. 

Il  importe  essentiellement,  pour  le  calcul  de  la  vitesse 
de  l'électricité  dans  les  fils  télégraphiques  en  fer,  de 
tenir  compte  du  magnétisme  du  fer.  On  pourrait  bien 
aussi  se  demander  pour  des  fils  d'un  autre  métal,  si  l'in- 
fluence du  magnétisme  de  l'air  ambiant  et  des  propriétés 
magnétiques  ou  diamagnétiques  du  fil  lui-même  ne  seraient 
d'aucune  conséquence;  mais  on  reconnaîtra  bientôt  que 
ces  circonstances  n'auraient  qu'une  influence  négligeable. 
Au  contraire  la  réaction  des  courants  induits  dans  la 
terre  elle-même  auront  une  influence  importante.  Le 
calcul  fera  ressortir  ce  résultat  intéressant,  que  de  même 
qu'un  corps  électrisé  produit  clans  la  terre  une  distribu- 
tion électrique  qui  réagit  comme  s'il  y  avait  dans  la 
terre  une  image  du  corps  électrisé  chargée  d'une  quantité 
d'électricité  égale  et  opposée,  de  même  un  circuit  élevé 
au-dessus  du  sol  et  placé  horizontalement  produira  dans 
la  terre  des  courants  induits  qui,  à  leur  tour,  réagiront 
sur  Je  circuit  au  dessus  du  sol  de  la   même  manière   que 
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s'il  y  avait  au-dessous  du  sol  un  circuit  télégraphique  de 
courant  égal  et  de  sens  inverse,  placé  symétriquement  par 
rapport  à  la  surface  de  niveau  de  la  terre. 

On  pourrait  au  premier  abord  croire  que  la  réaction 
dépendrait  tant  de  la  conductibilité  de  la  terre  que  de 
la  fréquence  des  changements  du  courant;  mais  une  con- 
ductibilité plus  complète  et  des  changements  plus  fré- 
quents n'auraient  tous  deux  pour  effet  que  de  renforcer 
les  courants  à  la  surface  de  la  terre,  et  ces  courants 
préserveraient  pour  ainsi  dire  les  couches  de  dessous,  de 
sorte  que  les  influences  inductrices  ne  s'étendraient  qu'à 
une  plus  petite  profondeur. 

La  démonstration  exacte  de  cette  proposition  peut 
être  faite  de  la  manière  suivante.  Soit  i  l'intensité  du 
courant   dans   un   élément  ds   d'un  fil   télégraphique  au 

dessus   du   sol  à  un  temps  donné  t,   et  posons  -y  =  Ai. 

Soient  de  plus  u  et  u'  les  densités  des  courants,  paral- 
lèles à  l'élément,  induits  dans  la  terre  aux  points  corres- 
pondants aux  coordonnées  sphériques  r,  #,  o>,  r\  0\  co, 
tandisque  l'axe  fixe  du  système  de  coordonnées  est  sup- 
posé passer  par  l'élément  ds,  situé  à  la  distance  a  de 
l'origine,  placé  au  centre  de  la  terre. 

Gomme  le  rayon  de  la  terre  peut  être  supposé  in- 
finiment grand  en  comparaison  de  la  distance  du  circuit 
télégraphique  à  la  surface  de  la  terre,  les  courants  élec- 
triques induits  dans  l'intérieur  de  la  terre  ne  pourront 
pas  produire  d'électricité  libre  à  la  surface  de  la  terre; 
c'est  pourquoi  nous  pourrons  supposer  que  les  courants 
à  l'intérieur  de  la  terre  ne  sont  produits  que  par  induc- 
tion, en  partie  par  les  courants  induits  du  voisinage  dans 
la  terre,   en  partie  par  le  courant  dans  l'élément  ds  du 
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fil  télégraphique.    Par  suite  la  densité  u  du  courant  sera 
déterminé  par  la  formule 


u  =-   -Kl 


(K+'7>  « 


où  K  est  la  conductibilité  spécifique  de  la  terre,  d  et  o 
les  distances  du  point  en  question  (r,  6,  w)  au  point 
(>•',  #',  o/)  et  à  l'élément  ds,  et  où  l'intégration  est  éten- 
due aux  éléments  de  volume  dv'  de  toute  la  terre  cor- 
respondants aux  coordonnées  r\  6\  a>.  De  cette  équa- 
tion on  peut  déduire  l'équation  aux  dérivées  partielles 
bien  connue: 

d  l  Ju\    ,       1       d  (  .    Ju\  1      d*u 


cr\     drj    '    slnt)  dti\  60 )    '   shrtf  fa, 

où  nous  avons  posé  pour  abréger  ^ttKà  =  e. 

L'intégrale  de  cette  équation  peut  être  exprimée  par 
une  somme  de  la  forme 

u  =  2CnPnwn(r),  (G) 

où  n  prend  toutes  les  valeurs  positives  et  entières  de  0 
jusqu'à  oo ,  et  où  C„  est  une  constante  ;  Pn  est  le  coef- 
ficient de  rn  dans  le  développement  de 

1  1 

*  NOTE  10.  _  -  - * 


p        Vr2-\~a2 — QarcosB 


suivant   les    puissances    croissantes    de   r,    et  <pn(r)  une 
fonction  de  r  seul. 

Cette  dernière  fonction  doit  satisfaire  à  la  condition 
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équation  qui  est  vérifiée  par  la  série  convergente 

Si  l'on  introduit  ces  valeurs  de  u  et  m'  dans  l'équa- 
tion (4),  la  constante   Cn  aura  pour  expression 

^  =  -lJXf^W*  (8).  NOTE  n. 

où  R  est  le  rayon  de  la  terre. 

Les  courants  déterminés  de  cette  manière  dans  l'in- 
térieur de  la  terre  produiront  à  leur  tour  par  induction 
une  force  électromotrice  parallèle  au  courant  au  point 
r,  0,  to  situé  à  l'extérieur  de  la  terre  (r^>R).  Cette 
force  électromotrice  sera  exprimée  par 


,  j/ 


intégrale  qui  ne  diffère  de  l'intégrale  de  l'équation  (4) 
qu'en  ce  que  le  point  fixe  r,  0,  to  est  situé  à  l'extérieur 
de  la  terre.     Effectuant  l'intégration  indiquée,  on  trouve 

^  (2»+l)(2n+3)r"+l"  v  ' 

Pour  déterminer  cette  somme  avec  plus  de  précision, 
on  peut  remarquer  que  la  fonction  <pn+i(r)  peut  être 
exprimée  à  l'aide  de  fonctions  analogues  d'indices  moin- 
dres, en  vertu  de  l'équation 

s2r<pn+i(r)  =  (2M+l)(2n:f  3)[r^(r)-fll(r)], 
et  qu'on  a 


~2i7"'     ^l(r)  =  "      2"j 
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Dans  le  cas  qui  nous  occupe  on  peut  de  plus  con- 
sidérer Re  comme  un  nombre  très  grand,  puisqu'on  a 
e  =  AtzKà,  où  A  dépend  de  la  fréquence  des  variations 
du  courant.  Si  l'on  prend  la  seconde  pour  unité  de 
temps ,  et  si  l'on  suppose  que  A  soit  un  nombre  com- 
plexe, son  module  ne  sera  supérieur  à  l'unité  que  pour 
des  variations  très  lentes  du  courant,  cas  qu'on  peut 
négliger  ici.  K  représente  la  conductibilité  de  la  terre 
et  il  faut  trancher  la  question  de  savoir  si  R2K  peut 
être  considéré  comme  un  nombre  très  grand. 

Le  mètre  étant  pris  pour  unité  de  longueur,  on  aura 
R2  =  4 .  1013  environ,  et  la  conductibilité  du  mercure  par 
exemple  est  égale  à  0,1 ,  de  sorte  que ,  même  si  la  con- 
ductibilité de  la  terre  était  plusieurs  millions  fois  plus 
petite  que  celle  du  mercure,  R2K  serait  encore  un  grand 
nombre;  il  faudrait  la  terre  dût  être  considérée  comme 
un  isolateur  proprement  dit  pour  que  notre  supposition 
fût  erronée. 

Avec  ces  hypothèses  on  reconnaît  facilement  qu'on 
aura 

eyn+i(R)  =  (2M+l)(2W  +  3)fn_l(i^); 

par  suite,  en  introduisant  dans  l'équation  (9)  la  valeur 
de  Cni  exprimée  par  la  formule  (8),  on  obtiendra  finale- 
ment 

v         j-  /    V7   PnR2n+l  RAids  ,A 

X  =  Ai  as     y   — t-, — 7-r-  = .     (10) 

^      an+lrn+i  ,  p    t  R* 

cli 
On  pourrait  ici  de  nouveau   remplacer   Ai  par   -r-. 

Si  l'on  pose  a— R  =  /V,  r—R  =  h^  et  Rsmd  =  c?,  h 
étant  la   distance  du  fil  télégraphique   à  la  terre,    hx  la 


223 


distance  de  la  terre  au  point;  où  la  force  électromotrice 
induite  par  la  réaction  de  la  terre  est  X  et  d  la  distance 
des  verticales  des  deux  points,  on  aura,  puisque  R  peut 
être  considéré  comme  infiniment  grand  en  comparaison 
de  ces  deux  distances, 

X  =  -  ds      —  -  (11) 

dt  Vih  +  hy+d2 

La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

Par  ce  résultat  la  constante  électrodynamique  d'une 

unité  de  longueur  d'un  fil  télégraphique  au-dessus  du  sol 

est  réduite  à 

2  h 

C  =  21og—  +  2sr&,* 

a 

où  h  est  la  hauteur  du  fil  au-dessus  de  la  terre,  a  le 
rayon  du  fil  et  h  sa  fonction  de  magnétisation.  Pour 
des  fils  non  magnétiques  ce  terme  s'évanouira. 

Si  l'on  se  sert  de  cette  expression  de  la  constante 
électrodynamique,  par  exemple  dans  le  cas  des  expé- 
riences faites  par  Fizeau  et  Gounelle*  sur  la  vitesse  de 
la  propagation  de  l'électricité  dans  le  fil  de  fer  entre 
Amiens  et  Paris,  on  trouvera  dans  les  conditions  données 
une  vitesse  de  126000  kilomètres,  si  la  fonction  de  magné- 
tisation est  10,  tandisque  la  vitesse  observée  était  de 
101710km. 

La  différence  des  vitesses  observée  et  calculée  est 
ici  considérablement  plus  petite  que  par  la  méthode  de 
calcul    employée   jusqu'ici,    et   l'écart   qui   subsiste   peut 

*  Comptes  rendus.     30.     1850. 


*  NOTE  12 


224 


être  attribué  principalement  au  défaut  isolation.  A  raison 
de  l'intérêt  théeorique  que  présentent  les  expériences 
sur  la  propagation  de  l'électricité  par  fils  placés  au  dessus 
du  sol,  il  faut  déterminer  tant  l'importance  du  défaut 
d'isolation  que,  par  des  mesures  directes,  la  constante 
électrodynamique  des  fils  de  fer. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  analyse  de  ce  mémoire  se  trouve 
dans  les  „Fortschr.  d.  Physik",  t.  35,  p.  828— 830. 

NOTE  2.  Si  l'on  se  sert  de  l'expression  de  la  con- 
stante d'induction  C  (le  coefficient  de  selfmduction  d'un 
corps)  indiquée  par  Lorenz,  on  aura,  dans  le  cas  où  le 
conducteur  est  composé  de  deux  fils  linéaires  parallèles 
ayant  la  même  longueur,  placés  à  une  distance  d  l'une 
de  l'autre  et  formant  un  rectangle,  quand  leurs  bouts 
sont  en  communication 


»og, 


ds  ds' 


i 


Si   l  est  grand   en  comparaison  de  d,    on  peut  ap- 
proximativement poser 


a 


4 


2/ 


~T 


1  d 


et  si  d  est  petit,  le  dernier  terme  peut  aussi  être  négligé. 
Si  l'un  des  fils  est  remplacé  par  une  couche  cylin- 
drique, d'épaisseur  infiniment  mince  dr,  dont  l'axe  es\ 
à  la  distance  d  de  l'autre  fil  et  dont  le  rayon  est  r,  r 
et  d  étant  petits,  on  aura  approximativement 

H.  15 
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Al      C27t  / 


n 


1 , 


où   C   désigne   le  coefficient  d'induction  mutuelle  du   fil 
et  de  la  couche  cylindrique. 
Mais  si  l'on  pose 


u 


flogl/<f+ 


r2—u2d>rcosVdâ, 


on  aura 


12  7t 


du        [      (r  —  d-cosO) 
dr  =  '  \d2+?^Jd>~rco~sd 


d6 


0  d>r 

2  7r    selon  que 
r 


d  <  r . 


On  aura  par  conséquent  dans  les  deux  cas 


i< 


\  27rlogr-|-c2, 


où  cx  et  c2  sont  indépendants  de  r;  si  l'on  fait  d  =  0, 
on  obtient  dans  le  dernier  cas  u  =  2^-logr,  et  par  suite 
c2  =  0.  Gomme  u  est  symétrique  par  rapport  à  d  et 
r,  on  obtiendra  ct  =  2?rlogd,  et  par  conséquent 


a 


4/(^-1)  d>r 

selon  que 


4Mlog 


r  >  <i 


On  reconnaît  par  là  que,  si  d~>r,  la  couche  cylin- 
drique peut  être  remplacée  par  la  ligne  droite  qui  coïn- 
cide avec  son  axe.  Il  s'ensuit  que  le  coefficient  d'induc- 
tion mutuelle  des   deux   couches  cylindriques   de  rayons 
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r  et  r'  (r  -\-  r'  plus  petit  que  d)    qui  ont  les  deux  lignes 
pour  axes  sera 

2/ 


C-«(kg£~l) 


Enfin  on  aura  le  coefficient  C  d'induction  mutuelle 
de  deux  couches  cylindriques  dont  l'une,  de  rayon  r, 
entoure  l'autre, 

2/ 


log-  — 1 


La  constante  d'induction  C  d'un  cylindre  solide  de 
rayon  a  sera  par  conséquent 

(7=  44\  \Wrr'l\oÇj  —  l\drdr' 

•Jo  Vo 

=  ^C2r3  (\ogy-i\dr 
ai/1      2/       a\ 

La  constante  d'induction  d'un  corps  composé  de 
deux  fils  parallèles  et  cylindriques  de  rayon  «,  placés  à 
la  distance  d  l'un  de  l'autre  sera  par  suite  approxima- 
tivement 

si  leurs  longueurs  sont  /  et  si  leurs  bouts  sont  reliés 
par  un  fil.  Cette  expression  concorde  avec  celle  qu'a 
obtenue  Maxwell  (voir  „Electricity  and  magnetism"  3e  éd., 
t.  Il,  p.  318). 

Si  l'on  a  deux  fils  cylindriques  ayant  tous  les  deux 
la  même   longueur   d   et  dont   les  axes   sont  situés   sur 

15* 


la  même  droite  et  dont  la  plus  courte  distance  est  pd; 
si,  de  plus,  leur  rayon  a  peut  être  considéré  comme  in- 
finiment petit  en  comparaison  de  d,  on  aura  pour  ex- 
pression de  leur  coefficient  d'induction  mutuelle 

d  rkd 

dxdy 


Ypd  +  x  +  y 

0 

=  M[(p+Z)\og(p  +  Z)-2(p+l)log(p+l)+p\ospl 

Après  avoir  établi  ces  formules,  on  peut  déterminer 
la  constante  d'induction  d'un  fil  de  la  forme  de  celui 
dont  s'est  servi  Lorenz. 

Le  fil  était  composé  de  Qm  segments  cylindriques 
et  parallèles  de  longueur  /  et  de  rayon  «,  dont  les  bouts 
étaient  reliés  par  (3w — 1)  segments  de  longueur  d  et 
de  rayon  a.  Tout  le  fil  était  situé  dans  le  même  plan, 
et  la  distance  de  deux  segments  voisins  était  d.  La 
distance  des  segments  extrêmes  était  donc  (2  m — 1)<:/. 
Il  y  avait  donc  2  m — 1  couples  de  cylindres  de  la  lon- 
gueur /  à  la  distance  d  l'un  de  l'autre ,  2  m  —  2  à  la 
distance  2  c?,  et  ainsi  de  suite. 

De  plus  il  y  avait  (2  m  —  3)  couples  de  cylindres  de 
longueur  d,  placés  de  telle  sorte  que  l'axe  de  l'un  était 
situé  sur  le  prolongement  de  l'axe  de  l'autre  et  dont 
la  plus  courte  distance  était  d;  il  y  avait  (2m  —  5) 
couples  dont  la  plus  courte  distance  était  Qd  et  ainsi 
de  suite. 

Si  l'on  se  sert  des  expressions  obtenues  ci-dessus 
la  constante  d'induction  du  fil  total  sera  par  con- 
séquent 
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C  =  4/ 


2/ 
m  I  log  - 
a 


(2m  —  l)(log 


+  (2  m 


2J 


(log^-lï 
\    °2d        / 


2£ 

lo°' —  1 

1Uë(2m  —  l)d 


2rf 


(2m-l)(logV--1) 


+  (2ro  —  3)[31og3-41og2J 

+  (2  m  —  5)  [51og5  —  81og4  +  3  log3] 

+  (2m  —  7)[71og7  —  12  log  6  + 5  log  5] 

-f  l[(2m  —  1)  log  (2  m  —  1)  —  (4m  —  4)  log  (2  m  —  2) 

+  (2m  —  3)log(2ro  —  3)]. 

Mais  (2m— 1)  — (2m  — 2)  + (2  m +  3)...  + 1  =  m. 
Par  conséquent  on  aura 


C  =  4/ 


m 


[log(-)+j)  —  (2m— 2)log2  +  (2m-3)log3 


J 


+  Zd 


<*->M")-a 


(2w-3)21og2 


+  (2m— 4).31og3  — (2m— 5)-41og4 

+  (2m  — 6)51og5  ...]. 

On  doit  pourtant  introduire  ici  une  petite  correction. 
Car  la  constante  d'induction  de  deux  fils  linéaires  et 
parallèles  est 


4z(log^-l)  +  4tf, 


ce  qui  fait  ressortir  que  le  coefficient  d'induction  mutuelle 


230 


de  deux  cylindres  à  axes  parallèles ,  calculé  p.  229  doit 
être  augmenté  à  peu  près  de  4rô,  si  d  est  grand  en 
comparaison  de  a. 

Par  conséquent  l'expression  de  C  trouvée  ici  doit 
être  diminuée  de 

4d[(2m-l)-2(2m-2)+3(2w-3)+...  +  (2m-l)]  =  4mi 

Je  ne  sais  pas  comment  Lorenz  a  obtenu  son  ex- 
pression, qui  ne  concorde  pas  avec  l'expression  obtenue 
ici.  L'expression  de  Lorenz  est  sans  doute  erronée. 
C'est  pourqoi  toutes  les  constantes  d'induction  de  Lorenz 
(1),  (2),  (3),  (4),  (5)  sont  trop  grandes  et  doivent  être 
diminuées  de  2m/  =  m-30m  (environ),  ce  qui  est  de 
plus  en  parfait  accord  avec  les  expériences. 

NOTE  3.  Le  coefficient  d'induction  de  deux  cercles 
égaux  et  dont  les  centres  sont  aux  deux  extrémités  d'un 
segment  de  longueur  h,  perpendiculaire  à  leurs  deux 
plans,  est 

cos  6  d0 

2?rr2 


il//*2+4r2sin2i# 

0 

Le  coefficient  d'induction  d'un  cercle  qui  forme  la 
base  d'un  cylindre  circulaire  droit  de  hauteur  h,  si  chaque 
portion  annulaire  du  cylindre,  de  hauteur  1,  est  par- 
courue par  un  courant  d'intensité  n  la  =  —  J ,    est 

cosvdO 


a     \  W+^sin8^ 

=  2  —  \l0g  (a      k     ,n  +  1/  1  +  r-^-)  COS  ti  dd . 

a    \    6\2rsin£0   '    V  4r2sin2A#/ 


231 


La   constante   d'induction   d'une   couche   cylindrique 
comme  celle  qui  est  mentionnée  dans  le  texte  sera  donc 


47T? 

a 


!r 


4r2sin2i# 


dh 


4^-r 


|2  7T 


r#2  7T 


cos2\6d6    _  __^2  ^ 


|/4r2sin2^  +  /i 

0 

Si  l'on  pose   ici  ^  =  77-  —  2^>,    et  c2 
obtiendra  facilement  l'expression  du  texte. 


4r2 


/ï2  +  4r 


,  on 


NOTE  4.     Le   coefficient    d'induction    mutuelle    des 
deux  bobines  sera 


(A,B) 
étant  posé 


ïnrr'i    7    i   7  A  costidti 

dx  \dx 


aa 


\     \     yix+x'+dy+p' 

0         *^o         *^o 


^  =  v/r2+r'2—  *2rr' cosd 
Par  conséquent  on  aura 


(^4,£)  =  -Tr:^-\c?a;\cos^rf/y  log(  -—  "F  „*  '      ) 


1       ^ 


/° 


i° 


,      lx\d      1  /(;r4-<i)2  .    , 
—  log    -^    +l/V       ,   ;  +1 
\     0  p 


knrr' 

a  a9 


i*27r   *^z  1      (h  +  h'+d    .    *//h  +  h'+d\\   A 
\cos8ddh  log I  — -L-  -L L  |/  (  --^-  -±-  )  + 1  ) 


—  \cos#d# 


t/o 

S27T 
: 

r»2  7T  ,  — 

■V  COS  ^6^^^  10g  /  Ajf^  _f_  1/  /  Jl  +  d  \  '+  1 


^(x+d+h'y+p* 


tÂ/  iXJU 


/12  7T  /V* 

^  y/(^  +  r/)2  +  />2 
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Mais  on  a 


V(x+d+hy+p 


=  V(h  +  k'+df+p'-Vid  +  h'Y+p' 


,1    m,     (h+h'+d   ,  \/lh+h'+dV    .\ 


+(,+/(-)log(^+i/(^y+')' 


et 


a?cfa? 


l/(x  +  d)2+/>2 


=  l/^  +  ^+^-l/^+z/ 


Si   l'on   substitue  les  valeurs  de  ces  intégrales  dans 
l'expression  de  (v4,  £),  on  obtiendra 


(A,B) 


a  a' 


iCOS#r/# 


(h+h'+d)  \og 


h  +  h'+d 


V( 


h+h'+d 


+  \ 


p  r     \      9 

-.]/(h  +  hf+df+lor] 


r»2  n 

-\cos0d0 
— \cos 6  dO 

t/o 


r*2  7T 

+\cos  8  dO 

t,'o 


-V{h+dY+ff] 

ih'+d    \/'iilr+ïïT7~À 


W+ <*>■+,,•] 


«/ 


<d^-  + 


a*H- 


V^HV 


11  en  résulte  que  (.4,  B)  est  composé  de  quatre  termes 
de  la  forme 


47irr' 


»2  7T 


a  a 


cos  0  dd 


p\og(P  +  \/(P)*+l)-Vp*+p> 


Une   telle    expression   peut  être   évaluée   au   moyen   des 
intégrales  elliptiques.     On  a,  en  effet, 


/12  7T 


|2  7T 


4/rrr' 


t/o 

7T 


rf0 


sin22^>  d<p 


i[(r  _  r')*_|_  4  r  r'  cos2  ^]  ]/p*+  (r  +  r')2-  4r  r'  sin2  p 


ce   qu'on   obtient  en  posant  6  =  tt — -2^>.     Si  l'on  pose 

de  plus 

4rr' 


i>2+(r+r')! 

cette  expression  prendra  la  forme 


2  »,  a.f 


4/  r  / 


sin2  %<pd<p 


Vf+  (r+r'f  \((r-r')2— 4rr'cos2^)l/l~c2sin2^ 
Mais 

£ zv^([-c2\    «'-'V 


Vf+(r  +  rJ 


%Vrr' 


et 


sin2  Ql(pd<p 


((r_r')2_^_  4  r  r'  cos2  p )  1/ 1  —  â  sin> 

'o 

1  y    sin2^cfy>       (r-r')\  sin2  <pd<p 


rr'  Wl—  c2sin2^        rr'    V(r-r')2+ 4 rr' cos2 ^]l/l-c2sin2^ 

Si  l'on  suppose  que  r' —  r   est  petit  en  comparaison 
de   r r',    le   dernier    terme    aura   une   valeur   très   petite. 
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Il   peut   être   calculé   approximativement   de    la   manière 
suivante. 

Si  r' — r  est  petit,  les  éléments  qui  correspondent 
aux  petites  valeur  de  <p  n'auront  qu'une  somme  négli- 
geable en  comparaison  de  ceux  qui  correspondent  aux 
valeurs  de  <p  voisines  de  ~.  Si  l'on  met  l'intégrale  sous 
la  forme 


cos2  (fi  difi 


l[(r'— r)2+4rr'sin2^]^l  —  c2cos2^ 

0 

on  peut  donc  négliger  la  partie  de  l'intégrale  pour  la- 
quelle (fi  n'est  pas  petit.  Mais,  dans  ce  cas,  on  peut 
remplacer  sin^  par  (fi,  cos <fi  par  1,  et  l'intégrale  peut 
sans  erreur  sensible  être  remplacée  par 


l 


dtfi 


y\ c*  \(r  —  r')2+  4r  r'  (fi 


<ZVrr'(r'— r)Vl  —  à 


arctg 


2l/rr'7r 
r' r  2 


et,  comme   -j-        est    très    grand ,    on     peut   remplacer 


arctg  -, 


ZVrr'n 


71 


par  ^ .      En    négligeant    les    termes    dans 


r r  ^    ^      ^ 

lesquels    r' — r   figure    à   une   puissance  supérieure   à  la 
première,  on  aura  alors 


4^2  r  ri 


sin2  2  (p  d<p 


Vf+  (r  +  r'f  l[(r  —  r')2+  4  r  r'  cos2  <p]  V 1  —  c2  sin2  <p 


=  4 


\-ê 


°2\/rr' 


sin2  (pdcp  (r' — r)    n 


|l/ï— c2skr>      VI—  c2 
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Si  Ton  introduit  les  mêmes  notations  dans  la  seconde 
intégrale,  il  viendra 


S 


27T  f»2  

cosdVp2+pd0  =  4l//+(r  +  r')2\cos2^p/l-c2sinV^ 
= \cos^(pVl  —  csm<pd<p. 

Vo 

On  aura  finalement 

3aa'     "l  Wrr'c       '  %  ~â~  c3 

Cette  expression  ne  concorde  pas  complètement 
avec  l'expression  de  Lorenz  ;  mais  la  différence  des  valeurs 
des  deux  expressions  est  très  petite.     On  a  en  effet 


3(r'_r)i/l_c2  n      37r(rf—  r)Vl  —  & 
%]/r?c        "2  ,  2(r'-f-r)c 


3^|/ï-c2(r'— r)(l//— |/r) 


4  cl/rr^r  +  r') 

diflérence  qui,   daus  le  cas  présent,  est  insignifiante. 

NOTE  5.  Les  constantes  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  doivent 
toutes  être  diminuées  de  m-30m  environ,  m  désignant  le 
nombre  de  tours  des  fils. 

NOTE  6.  Vraisemblablement  les  valeurs  4,  17  etc.: 
qu'on  a  obtenues  par  estimation  doivent  être  diminuées 
de  quelques  unités  pour  cent  aussi  bien  que  les  valeurs 
(1),  (2)  ...  De  cette  manière  les  valeurs  calculées  seront 
à  peu  près  les  mêmes  que  celles   qu'a   calculées  Lorenz. 
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NOTE  7.  Si  l'on  tient  compte  de  la  correction 
indiquée  dans  la  note  5,  la  valeur  de  (5)  sera  à  peu 
près  1150m,  ce  qui  concorde  presque  complètement  avec 
la  valeur  observée.  C'est  pourquoi  je  crois  qu'on  doit 
supposer  que  les  valeurs  calculées  de  A  et  B  doivent 
seules  être  diminuées  de  5  à  6  pour  cent. 

NOTE  8.     3,966  d'après  mes  calculs. 

NOTE  9.     D'après   la   note  2   cette   constante    doit 


être 


/(îiog^-l+a**) 


Lorenz  fait  dans  ce  qui  suit  une  application  de  la 
formule.  Cette  application  n'est  pas  admissible.  Car  la 
formule  n'est  valable  que  dans  le  cas  d'un  fil  rectligne, 
et  dans  l'application  il  s'agit  d'un  fil  qui  fait  un  tour. 

NOTE  10.     Pn  désigne   un    polynôme    de  Legendre, 

d'ordre  n,  et  par  suite  il  est  le  coefficient  de  — r-  dans 
'        r  ^  an+i 

le   développement    de  — . 

P 

NOTE  11.     Comme  on  le  reconnaît  facilement,  on  a 


r")  £<pn+\ 


dr  (2ra  +  3)rre' 

et 

dr  /T 

Si    l'on   suhstitue    la   valeur    trouvée    pour    u    dans 
l'équation  (4),  on  aura 
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0«  (fn  -Ln 


^rnI Cn  <pn(r')  Pn  (cos  ffi)  sin  tf  dco'  dff  dr> 


4 


7T 


V'r2-\-  r'2 —  °2  r  r'  cos  y 


'0       ^0  ^0 


+  ,7^=5 


Z^S 


)■ 


I/V+r2 — %  ra  cos  0* 

où  cos  y  =  cos  #  cos  0'-f-  sin  0  sin  6'  cos  a/. 
Mais  on  a 


J 


Vr2-\-  rn —  Q2  r  r'  cos  y 
et  de  plus 

\    \Pn(cos^)P„(cosr)^'^' 

Par  conséquent  on  a 


^-(cosr)^+i 


selon  crue  r'  ->  r  i 


77 


2n-fl 


P„(COS0). 


Je, 


(fn^n 


4 


^ 


G.  Uf-M *''+fc  f^dr'\inTï 


irnds 

a' 


p, 


Si   l'on   égale   les   coefficients  de   Pn   dans  les   deux 
membres  de  cette  équation,  on  obtiendra 


C  w    -  -  — 


4 


;r 


<'•>- 


4*    l\r'n+2  \r«?n(r')  ,  A   ,  ir'ds 


Si  l'on  divise  les  deux  membres  de  l'équation  par  rn 
et  si  l'on  fait  ensuite  tendre  r  vers  zéro,  on  obtiendra 

—  Cwy«-t(.K)   ,    r 


2i<is 


4  7T  Ô"+T 
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De   la   même   manière    on    obtient    l'expression   (9). 
Enfin  on  peut  remarquer  que  l'équation 

e2r<pn+i  =  (2w-f  l)(2w  +  3)(r^B_i  —  <pn) 

est  une  conséquence  des  deux  équations 


d 


\rn) 


rfr       "(2n  +  3)f  rfr        ~~  l- *  + 1  )  p.-i  r      . 

Si,   dans  ces  deux  équations,   on  pose  n  ==  — 1  et 


n  =  0,  on  obtiendra 


dr 
De  là  on  déduit 


=  £<Po'r 


d{<Po'r) 
dr 


<p-i-r. 


dr(tp  e-\-<p-\)  ,        ,         v 


dr 
r(<p9e  +  f-i)  =  ce™, 

et  si  l'on  fait  r  =  0,  on  reconnaît  que  c  =  1. 
De  la  môme  manière  on  obtient 

Si  l'on  se  sert  de  l'équation 

1  7^=7 


dr 


e>B  =  (2»  +  l)r— * 

on  obtient  par  induction 

"e*-1  wn_,      «  (n  +  1)  £n"2  w„_2 


e2n(fn 


1.3...(2n+l) 

+ 


r  2  r2 

(n-  \)u   (n-    l)(n  +  2)  £n-3w„-s 


9 


4 


ou  z^n  = 


1.2  3-4       (2n-l)2n  tt-i 
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Si  —  est  une  quantité  numériquement  petite  et  si  n 
n'est  pas  trop  grand,    on  peut  approximativement  poser 

e**<pn  =  1.3..."(2n+î) 


_n — 1  *, 


Si  au  contraire  n  est  un  nombre  très  grand  en  com- 
paraison de  sV,  on  a  approximativement 

(fn{r)  =  rn. 

Il  suit  de  ces  remarques  qu'on  peut,  comme  l'a  fait 
Lorenz  dans  les  équations  (8)  et  (9),  égaler  £2<pn+i(B)  à 

par  où  l'on  obtient  l'équation  (10). 

Je  ne  comprends  pas  ce  que  Lorenz  dit  de  la 
quantité  À,  savoir  que  À  peut  être  considéré  comme  un 
nombre  complexe. 

Vraisemblablement  il  veut  dire,  que  le  caractère 
périodique  de  À  peut  être  indiqué  en  posant  /  =  e{a  +  bt)t 
et  si  l'on  ne  considère  qu'un  petit  nombre  de  vibrations, 
at  sera  très  petit  et  par  conséquent  eat  une  quantité  qui 
ne  différera  guère  de  l'unité. 

NOTE  12.     D'après  la  note  2  on  aura 

2/?       1 
C  =  21og^  +  i+2^. 

CL  £ 


Si  !■■; 


LES  CONDUCTIIVIIJTÉS 

ÉLECTEIQUE  ET  CALOEIFIQUE  DES  MÉTAUX. 


n.  16 


SUR  LES  CONDUCTIBILITES  ELECTRIQUE 

ET  CALORIFIQUE  DES  MÉTAUX.*  *  note  i. 

VIDENSK.  SELSK.  SKR.    II  (6),  P.  36-76. 

V  oici  les  considérations  théoriques  sur  lesquelles  est 
fondée  la  première  des  deux  méthodes  par  lesquelles 
j'ai  cherché  à  déterminer  la  conductibilité  des  différents 
métaux. 

Supposons  qu'une  barre  soit  chauffée  à  l'une  de  ses 
extrémités.  En  un  point  situé  à  la  distance  x  d'un  point 
donné  mais  arbitraire  de  la  barre,  soit  ux  la  tempéra- 
ture, l'échelle  des  températures  ayant  pour  origine  la 
température  des  corps  environnants.  Considérons  une 
série  de  points  équidistants  et  soient  u0,  ui,  u2i  ...  uni, 
les  températures  de  ces  points,  /  étant  la  distance  de 
deux  points  consécutifs.  La  partie  de  la  barre  située 
entre  les  sections  droites  qui  correspondent  à  x  =  \l 
et    x  =  (u  — -£)/    reçoit    donc,    dans    l'unité    de    temps, 

d'un  côté  la  quantité  de  chaleur  kq  °  _  -,  si  k  est  la 
conductibilité  calorifique  de  la  barre  et  q  sa  section 
droite,  tandis  qu'elle  communique  à  l'autre  côté  la  quan- 
tité de  chaleur  kq  *--=—  —  .  Par  conséquent,  si  l'on 
pose 

U0  —  Ui—  W(n— l)l  +  M»J    =    J, 

kqâ  -iii  • 

— -. —  sera    la    quantité    de    chaleur    reçue    par  unité   de 

etmps   par  la   partie   considérée   de    la    barre,    et    cette 

16* 
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quantité  de  chaleur  sert  en  partie  à  chauffer  la  barre  et 
en  partie  est  absorbée  par  le  milieu  ambiant. 

La  partie  de  la  barre  comprise  entre  les  deux  sec- 
tions a  pour  longueur  (n—\)l  et  peut  être  divisée  en 
n  —  1  tranches  égales.  Pour  élever  d'un  degré  la  tempé- 
rature de  chaqune  de  ces  parties,  câql  unités  de  chaleur 
sont  absorbées,  si  c  est  la  chaleur  spécifique  du  métal, 
o  son  poids  spécifique,  et  comme  l'élévation  de  tempé- 
rature au  milieu  de  chaque   tranche  par  unité  de  temps 

est  -rr  >     —rr  •    •  -  —-. fr^-  >  la  quantité  totale  de  chaleur, 
dt         dt  dt 

nécessaire  à  réchauffement  des  {n—  1)  tranches  par  unité 

d  v 

de  temps,  pourra  être  exprimée  par  côql-rr,    si 

2'  =    lit-\~U2i-\-  ...  M(»_i)ï. 

L'autre  quantité  de  chaleur,  celle  qui  est  absorbée 
par  le  milieu  ambiant,  est  une  fonction  de  la  tempéra- 
ture; et  si  nous  supposons  que  les  températures  des 
diverses  tranches  ne  diffèrent  pas  beaucoup,  cette  quantité 
de  chaleur  peut  approximativement  être  considérée 
comme  une  fonction  de  la  température  moyenne  et  par 
suite  comme  une  fonction  f  de  2'. 

Nous  obtiendrons  donc  l'équation 

Par  conséquent,  si  l'on  chauffe  une  extrémité  de  la 
barre,  et  si  l'on  détermine  A  et  2'  par  des  observations 
immédiates  (au  moyen  d'éléments  thermoélectriques),  et 
si  l'on  fait  ensuite  cesser  réchauffement,  ce  qui  réduira 
bientôt  A  à  une  nouvelle  valeur  A'  très  petite,  pendant 
que  2  parcourt  en  sens  inverse  les  mêmes  valeurs  qu'an- 
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térieurement ,    on   obtiendra  pour  la  dernière  suite  d'ex- 
périences l'équation  correspondante  à  (1) 

I  l    dt     '   n     } 

En  retranchant  ces  deux  équations  où  l'on  suppose 
£  =  2V,  on  trouve 

i^~J)-coql\jt-  -dry 


dl  .,.„  dr 


où  -=-  est  positif,  négatif.     On   obtiendra   de   cette 

dt  dt 

manière   par   une   seule  série  d'expériences  une  série  de 

déterminations   du    rapport-^/2. 

Par  une  légère  modification  cette  méthode  peut  en- 
core être  rendue  un  peu  plus  exacte.  Pour  le  mettre  en 
évidence  et  pour  obtenir  en  même  temps  une  évaluation 
de  la  grandeur  des  erreurs  qu'entraînent  les  hypothèses 
mathématiques  qui  ne  sont  admissibles  qu'avec  une  cer- 
taine approximation,  il  faut  recourir  à  l'équation  différen- 
tielle du  mouvement  de  la  chaleur  dans  une  barre: 


& 

dx 


[kq^j  =  càq^+phu.  (2) 


Ici  entrent  comme  coefficients  les  quantités  mention- 
nées ci-dessus  et  en  outre ,  le  périmètre  p  de  la  barre, 
et  le  coefficient  //  de  conduction  de  la  chaleur  extérieure. 
Tous  ces  coefficients  sont  en  général  de  fonctions  de  u; 
mais  si  l'on  suppose  que  u  soit  petit  et  qu'il  ne  subisse 
pas  de  grandes  variations,  ils  peuvent  avec  une  approxi- 
mation suffisante  être  exprimés  par 
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où  les  coefficients  nouveaux  sont  considérés  comme  con- 
stants. 

Par  là  l'équation  différentielle  est  transformée  en 

_  _  a,(i  +  a„)_  + ôo(i+/9tt)w_r(_).       (3) 
On  reconnaît  facilement  qu'on  a 

\dx  \dXg-2  =  U  —  ut  —  M(„_i) i  +  w„z  =  J . 


ro  •/# 


De  plus  on  aura,  f(x)   étant   une  fonction  arbitraire 

dx  \dxf(x)  =  /2(A/)+/'(20+.--+A^-i)0 

0  t'T 

NOTE  2.  +  jlj  (/■(«/)  -/•(»  -l)  -/•(/)  +  A»))  +...,* 

expression  qui  peut  être  transformée  en 

P(fiï2l)+f&l)  +  ...+f((n-Z)l)+f(n-£)l)  +  ...; 
car  on  a  approximativement 

f((n-l)l)+±(f(nl)~f(n-l)l)  =  f({n-£)î), 

m-h<f®-fw)-f%i)- 

En   modifiant  légèrement   le   sens   du  symbole  2'  et 
posant  maintenant 

X   =    Wu|+W2/-j-...+W(n-2)r+«*(f>_u)p  (4) 

nous  tirerons  approximativement  de  (3)  par  l'intégration 
double  indiquée: 
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BX  n(n—i)Ur+l/  Qu  IÔU\2\ 

â  =  o/J* +».«+$*»  \dx(anau-£+bJu>-r(^)  ).    (5) 

La  dernière  intégrale  peut  être  considérée  comme  une 
quantité  petite  en  comparaison  des  autres  termes  qui 
entrent  dans  l'expression,  pourvu  que  les  expériences  ne 
comportent  que  des  élévations  de  température  assez 
petites.  C'est  pourquoi  nous  pouvons  calculer  approxima- 
tivement cette  intégrale  en  nous  servant,  en  ce  qui  la 
concerne,  de  l'équation  différentielle   plus  simple 

ô2u  ou   .    , 

que  nous  intégrerons  en  tenant  compte  des  conditions 
particulières  des  expériences.  On  doit  donc  remarquer 
que  réchauffement  de  la  barre  a  été  fait  de  manière 
à  maintenir  A  à  peu  près  constant  pendant  la  durée  des 
mesures. 

On   satisfait   à  cette   condition  par  une  intégrale  de 

la  forme 

-h* 

u  =  Aexib°+Be-xVb°4-Ce 


et  quoiqu'on  puisse  employer  ici  des  intégrales  de  formes 
différentes,  on  peut  pourtant  supposer  que  l'expression 
choisie  convienne  pour  exprimer  l'état  de  la  température 
dans  la  barre  pendant  la  durée  des  mesures. 

L'une  des  extrémités  de  la  barre  est  de  plus  à  une 
distance  \l  du  premier  point  où  la  température  est 
mesurée.     Gomme  la  perte  de  chaleur  est  faible  au  bout 

de  la  barre,   on  peut  avec  une  approximation  suffisante 

du 
poser  —  =  0  pour  x  =  —\l. 

On  peut  par  là  éliminer  les  constantes  A,  B,  C  et 
l'on  obtiendra 
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2     |2  l       & 


dx  \dxii2  =   l2^L^  +  PJ,\ 


\dx\dx\Wx)       s^ 

«  0  *'X  x 


où  f  et  g  désignent  des  nombres  déterminés,  dépendants 
de  l2b0  seul. 

En  introduisant  les  valeurs  suivantes  de  l2bo  qui 
comprennent  les  valeurs  différentes  que  cette  quantité 
prend  dans  mes  expériences,  savoir: 

l2b0   =   0,01,      0,0225,      0,04,      0,09,      0,16, 

j'ai  trouvé  les  valeurs  correspondantes  de  f  et  g 

f=    11,08,      9,34,      7,66,      4,86,      3,05, 
g  =      3,13,      2,78,      2,40,      1,76,      1,33, 

nombres   qui   peuvent   avec    une    grande    approximation 
être  exprimés  par  la  formule  empirique 

68_  34 

'      "  5  -f  Ï5ÔFÏ0  '      9  "      10  +  100  l2b0  * 

Si  l'on  pose  de  plus 

râ 

où   a  et   b    désignent    par   conséquent   les  valeurs   de  -r- 

et  —-  qui  correspondent  à  la  température  moyenne  j , 

l'équation  (5)  se  réduira  à 

J(1-,J)  =  a/^  +  bFl.  (G) 
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Gomme  toutes  les  quantités  qui  entrent  dans  rj  peu- 
vent être  déduites  des  expériences  elles-mêmes,  j'ai  pu 
calculer  la  correction  indiquée  par  le  terme  rj  J  pour 
toutes  mes  expériences  ;  il  ressortit  de  là  que  cette  cor- 
rection est  insignifiante  pour  tous  les  métaux  à  conduc- 
tibilité considérable.  Pareillement  elle  est  sans  impor- 
tance pour  l'argenton,  qui  appartient  aux  métaux  plus 
mauvais  conducteurs,  parce  qu'ici  y  est  exceptionnelle- 
ment positif.  Au  contraire,  la  correction  monte  dans 
mes  expériences  sur  l'antimoine  à  5  pour  cent  et  sur  le 
bismuth  même  à  10  pour  cent,  fraction  dont  il  faut  di- 
minuer la  valeur  trouvée  pour  a. 

Les  expériences  étant  exécutées  de  la  manière  in- 
diquée ci-dessus,  on  aura,  en  égalant  yJ  à  zéro, 

J— J' 

~ët~~dt 

équation  qui  détermine  a. 

Il    faut    encore    remarquer   que   les    expériences    ne 

<92 
donnent  pas  immédiatement  les  valeurs  de  -jr- .     Les  ex- 

ot 

périences  sont  exécutées  de  manière  à  déterminer  les 
valeurs  du  temps  t0,  tl,  t2,  ...  qui  correspondent  aux 
valeurs  données  de  2,  20,  2l5  2'2,  ...,  les  2  croissant 
ou  décroissant  en  progression  arithmétique.  Soit  t  le  temps 
correspondant  à  2  =  — ^c?- — -',     on  aura 


<m —  1 
Ot  tm  C/rt  —  1 


(1        A"  \ 

1  +  J9    — 2  (fm  —  4,-l)2+   .  .  .  j  ,  *      (8)     *  NOTE  4. 


ou  le  second  terme  de  la  série  n'a  déjà  qu'une  valeur 
très  petite  dans  mes  expériences.  On  tiendra  pourtant 
toujours  compte  de  ce  terme  dans  les  calculs. 
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Les  métaux  qui  ont  été  l'objet  de  mes  recherches 
étaient  cuivre,  magnésium,  aluminium,  cadmium,  fer, 
étain,  plomb,  antimoine  et  bismuth  et  des  alliages, 
laiton  rouge  et  jaune  et  argenton.  De  ces  12  métaux 
j'ai  fait  fabriquer  des  barres  cylindriques,  longues  de 
30cm  et  épaisses  de  lcm,5.  Les  barres  furent  percées 
d'une  suite  de  trous  très  fins  (0mm,4  de  diamètre).  L'un 
de  ces  trous,  qui  devait  principalement  servir  à  la  déter- 
mination de  la  résistance  électrique ,  était  situé  à  une 
distance  de  lcm  de  l'une  des  extrémités  de  la  barre,  tan- 
dis que  la  série  de  neuf  trous  pareils,  distants  l'un  de 
l'autre  de  2cm,  commençait  à  la  même  distance  de  l'autre 
bout.  Ces  derniers  trous  seront  désignés  par  0,  1,  2  ...  8. 
Ils  étaient  parallèles  et  transversaient  la  barre  suivant  un 
de  ses  diamètres.  De  plus  il  y  avait  encore  deux  trous 
situés  entre  0  et  1  et  entre  7  et  8  à  une  distance  de 
* cm  de  1  et  7.  Ces  trous  étaient  forés  perpendiculaire- 
ment aux  premiers  et  un  peu  excentriques.  Ils  seront 
désignés  par  V  et  7'. 

Dans  ces  trous  étaient  placés  les  éléments  thermo- 
électriques, en  général  composés  d'un  fil  de  cuivre 
épais  de  0mm,i  et  d'un  fil  d'argenton  épais  de  ()mm,3.  La 
soudure  était  entourée  de  soie  qu'on  avait  préalablement 
déroulée  de  l'enveloppe  du  fil  de  cuivre.  On  a  fait 
pénétrer  le  fil  de  cuivre  par  le  trou  jusqu'à  ce  que  la 
soudure  fût  au  milieu  du  trou.  L'enveloppe  du  fil  d'ar- 
genton formait  bourrelet  en  dehors  du  trou.  L'élément 
était  complètement  isolé  du  trou,  ce  qu'on  a  toujours 
vérifié  spécialement. 

Pour  les  deux  trous  0  et  1  et  pour  7  et  8  on  s'est 
servi  d'éléments  doubles,  car  on  avait  ici  soudé  l'un  des 
bouts  de  deux   fils  de  cuivre  au  bout  d'un  seul  fil  d'ar- 
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genton,  qui  n'était  long  que  de  quelques  centimètres.  Ces 
deux  éléments  doubles  n'ont  indiqué  que  la  différence 
de  température  des  deux  trous  0  et  1  et  de  7  et  8.  De 
plus  les  deux  fils  de  cuivre  qui  correspondaient  aux 
trous  0  et  7  ont  été  réunis  par  une  soudure,  de  manière 
à  faire  correspondre  la  différence  thermoélectrique  des 
fils  de  cuivre  qui  partaient  de  1  et  8  à  la  différence  de 
température  désignée  ci-dessus  par  J. 

De  plus  7  éléments  thermoélectriques  furent  placés 
dans  les  7  trous  1',  2,  3  .  . .  6,  7'  et  combinés  en  chaîne, 
et  toutes  les  soudures  en  dehors  de  la  barre  furent 
placées  dans  un  compartiment  particulier,  où  elles  ont 
pris  la  température  du  milieu  ambiant.  La  différence 
électrique  des  extrémitées  de  ce  circuit  correspondait 
donc  à  la  somme  des  températures  désignée  ci-dessus 
par  2  (équation  (4)). 

Les  deux  fils  de  cuivre  issus  de  8  et  1'  étaient 
tous  les  deux  réunis  par  une  soudure  avec  un  fil  de 
cuivre  épais  de  lmm  (G  dans  la  figure),  et  deux  autres 
fils  de  cuivre  épais  de  lmm  (i)  et  S)  étaient  réunis,  le 
premier  avec  le  fil  de  cuivre  issu  de  1,  le  second  avec 
le  fil  d'argenton  issu  de  7'.  Les  différences  électriques 
de  G  et  D  et  de  G  et  S  correspondent  donc  aux  deux 
températures  A  et  2,  qui  doivent  être  déterminées  par 
les  expériences. 

Après  que  tout  fut  ainsi  disposé,  la  barre  fut  placée, 
pour  y  être  chauffée,  dans  l'appareil  que  représente  la 
figure.  Cet  appareil  était  composé  d'un  cylindre  fermé 
(de  47cm  de  longueur  et  de  10cm,ô  de  diamètre),  par  lequel 
passait  un  tube  B,  large  de  4cm,3  et  ouvert.  Le  tout 
était  fait  de  laiton  et  avait  des  parois  épaisses. 

On  a  employé  cet  appareil,  soit  en  maintenant  oen- 
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stante  la  température  de  l'appareil  au  moyen  d'un 
courant  d'eau  qui  entrait  par  le  tube  a,  soit  en  le 
chauffant  à  100°  grâce  à  un  courant  de  vapeur  qui 
entrait  par   b   et   sortait  par  le  tube  a.     La    barre   était 


A 


B 


\C  ■  ~"~  .■      l~n      I      1 .'     I       I     \"  \r  I  11 

m  va  i/4 


fixée  dans  le  tube  intérieur  B  au  moyen  de  deux  bou- 
chons de  liège.  Un  troisième  bouchon  de  liège,  qui  ne 
fermait  pas  complètement  l'ouverture,  était  placé  à  quelque 
distance  de  la  surface  antérieure  c  de  la  barre  et  ne 
servait  que  comme  écran,  de  sorte  que  l'air  venant  de 
la  partie  la  plus  chaude  de  la  barre  était  forcé  de  passer 
tout  près  des  parois  du  tube.  Les  éléments  thermo- 
électriques étaient  amenés  par  de  petits  trous  percés 
dans  le  bouchon  placé  à  l'autre  extrémité  de  la  barre, 
de  manière  que  toutes  les  soudures  qui  devaient  avoir 
la  température  de  l'appareil  à  chauffer  se  trouvaient 
dans  le  compartiment  e,  où  elles  étaient  entourées  de 
coton  peu  serré.  Les  trois  fils  de  cuivre ,  D,  G  et  S, 
mentionnés  ci-dessus,  étaient  placés  dans  un  bouchon 
de  liège  qui  fermait  complètement  l'ouverture. 

Les  forces  électromotrices  des  éléments  thermoélec- 
triques furent  mesurées  de  la  manière  suivante.  On 
avait  placé  un  fil  de  cuivre,  long  de  5m,  épais  de  lmm, 
sur  une  table,  de  manière  que  son  premier  demi-mètre 
fût  étendu  sur  une  échelle  divisée  en  millimètres,  tandis 
que  le  reste  du  fil  était,  de  demi-mètre  en  demi-mètre 
à  partir  du  zéro  de  l'échelle,    fixé   à  la  table  et  formait 
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ici  un  petit  arc.  On  avait  mis  en  relation  avec  ce  fil 
un  rhéostat  de  Siemens,  ainsi  qu'une  boussole  de  sinus 
et  un  élément  de  Daniell. 

Du  bout  du  fil  67,  qui  sortait  de  l'appareil  à  chauffer, 
un  fil  conducteur  allait  à  un  galvanamètre  de  Wiede- 
mann  à  miroir,  dont  le  miroir  était  rendu  sensiblement 
astatique  au  moyen  d'un  fort  aimant,  et  de  là  au  zéro 
du  fil  à  mesure  décrit  ci -dessus.  Des  deux  autres  fils 
D  et  6'  deux  conducteurs  allaient,  par  la  table  à  mesures, 
à  l'observateur  assis.  Si  Ton  fait  toucher  l'un  des  deux 
fils  conducteurs  au  fil  à  mesure,  le  galvanomètre  sera 
traversé  tant  par  le  courant  dérivé  du  fil  à  mesure  que 
par  celui  qui  provient  des  éléments  thermoélectriques. 
Si  les  deux  forces  électromotrices  produites  par  là  dans 
le  circuit  sont  égales  et  opposées,  aucune  déviation 
n'apparaîtra  dans  le  galvanomètre.  De  cette  manière, 
toutes  les  observations  sont  réduites  à  des  observations 
du  zéro,  et  l'on  pourra  lire  sur  le  fil  à  mesure  les  va- 
leurs des  forces  électromotrices  J  et  21  indiquées  en 
millimètres.  Ces  forces  sont  précisément  celles  dont  la 
détermination  est  le  but  des  expériences,  J  est  déterminé 
par  le  conducteur  qui  sort  de  D  et  est  mesuré  sur  la 
partie  étendue  du  fil  à  mesure,  tandis  que  21  est  déter- 
miné par  le  conducteur  qui  sort  de  S  et  n'est  mesuré 
que  de  demi-mètre  en  demi-mètre  sur  le  reste  du  fil  à 
mesure. 

Tous  les  fils  conducteurs,  y  compris  le  fil  à  mesure 
et  le  fil  du  galvanomètre,  étaient  faits  du  même  fil  de 
cuivre  épais  de  lmm,  et  partout  où  les  bouts  de  deux  fils 
étaient  réunis  par  une  vis  de  pression,  les  fils  étaient 
immédiatement  en  contact  l'un  avec  l'autre.  L'un  des 
bouts  du  iil,  qu'on  amenait  en  un  point  du  fil  à  mesure, 
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n'était  pas  manie  directement  par  l'observateur,  mais 
fixé  sur  une  manche  de  bois.  Les  mesures  furent  exé- 
cutées à  la  lumière  d'une  lampe,  dont  le  galvanomètre 
était  abrité  par  un  écran.  On  avait  le  plus  grand  soin 
d'empêcher  tout  rayon  du  soleil  d'entrer  dans  le  local 
des  expériences.  L'élément  de  Daniell  fut  toujours  mis 
en  relation  avec  les  conducteurs  une  heure  avant  le 
commencement  des  mesures,  ce  qui  permettait  d'obtenir 
un  courant  constant  pendant  toute  leur  durée.  Enfin 
on  a  comparé  exactement  les  résistances  électriques  des 
différentes  parties  du  fil  à  mesure. 

Grâce  aux  précautious  susdites,  on  a  presque  tou- 
jours trouvé  J  et  2  égaux  à  zéro,  quand  la  barre  avait 
pris  la  température  constante  de  la  colonne  d'eau.  Si 
au  contraire  l'appareil  était  chauffé  par  la  vapeur  d'eau, 
cela  n'avait  pas  lieu,  et  on  devait  alors  compter  â  et  2' 
à  partier  du  point  de  l'échelle  qu'indiquèrent  les  mesures, 
quand  la  température  de  la  barre  avait  atteint  l'état 
stationnaire.  Ces  forces  électromotrices  constantes  étaient 
en  partie  produites  par  les  trois  fils  de  cuivre  plus  épais 
qui  allaient  a  l'appareil  à  chauffer,  parce  qu'ils  avaient 
des  températures  très  différentes  à  leurs  extrémités,  entre 
lesquelles  existaient  des  différences  thermoélectriques 
assez  considérables,  produites  par  réchauffement  préa- 
lable de  l'une  d'elles  pendant  le  travail  de  la  soudure. 

Au  commencement  d'une  expérience,  le  tube  de  l'ap- 
pareil a  chauffer  est  fermé  en  c  par  un  bouchon  de 
liège  et  l'on  attend  le  moment  ou  la  barre,  placée  dans 
l'appareil  à  chauffer,  a  pris  la  température  constante  de 
celui-ci.  Puis  le  bouchon  est  ôté,  et  une  barre,  en  géné- 
ral la  barre  de  cuivre,  qui  a  déjà  été  chauffée  à  l'avance, 
est  amenée   en  c,    pendant  qu'on  continue  à  chauffer  la 
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barre  extérieure  au  moyen  d'une  lampe  très  faible.  Ce 
chauffage  doit  être  conduit  de  manière  à  faire  croître 
rapidement  la  différence  thermoélectrique  de  la  barre 
placée  dans  l'appareil  à  chauffer,  et  à  la  maintenir  en- 
suite sensiblement  constante  pendant  quelque  temps. 
Pour  pouvoir  régler  le  chauffage  avec  sûreté,  on  doit 
avoir  soin  que  le  contact  des  deux  barres  soit  com- 
plètement métallique;  aussi  la  surface  extrême  de  la 
barre  extérieure  était-elle  toujours  amalgamée  de  frais. 
Du  reste,  je  ne  puis  donner  aucune  règle  générale  pour 
le  chauffage;  on  n'a  besoin  que  de  quelque  pratique 
pour  réussir,  et  j'ai  dû  rejeter  les  méthodes  plus  ration- 
nelles de  chauffage. 

Aussitôt  que  les  mesures  indiquent  que  J  s'approche 
d'être  constant,  on  cherche  à  déterminer  2'  en  amenant 
un  instant  la  pointe  du  fil  qui  sort  de  S  en  contact 
avec  un  des  petits  arcs  situés  sur  le  fil  à  mesure  qui 
indiquent  500,  1000  ...  jusqu'à  5000mm ,  et  l'on  observe 
au  moyen  d'une  pendule  le  moment  où  le  contact  ne 
produit  aucun  courant. 

Puis  A  est  détermine  avec  précision,  et  l'on  observe 
de  nouveau  le  moment  ou  2'  dépasse  la  division  suivante 
de  l'échelle  (distante  de  500mm  de  la  précédente)  et  ainsi 
de  suite,  jusqu'à  ce  que  A  ne  soit  plus  constant  ou 
qu'on  ait  atteint  le  point  extrême  (5000mm)  du  fil  à 
mesure.  Puis  le  chauffage  est  interrompu.  L'appareil 
est  de  nouveau  fermé  avec  le  bouchon  de  liège:  A  dé- 
croît alors  rapidement  et  s'approche  de  zéro.  On  con- 
tinue à  observer  les  2'  décroissantes  de  la  même  mauière 
que  précédemment,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  revenu  à  la 
limite  de  2'  observée  en  premier   lieu.     Le   calcul  d'une 
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telle  suite  d'expériences  est  exécuté  au  moyen  des  équa- 
tions (7)  et  (8). 

Pour  examiner  avec  plus  de  précision  les  diverses 
causes  d'erreur  que  comportent  ces  expériences  et  pour 
m'assurer  complètement  de  l'acceptabilité  des  résultats 
obtenus,  j'ai,  avant  le  commencement  des  mesures 
finales,  exécuté  un  grand  nombre  d'expériences,  variées 
de  diverses  manières  (en  tout  plus  de  100  séries  d'ex- 
périences). Ainsi,  j'ai  fait  des  expériences  en  partie 
avec  l'appareil  à  chauffer  décrit  ci-dessus  et  qui  a  servi 
à  toutes  les  mesures  finales,  en  partie  avec  un  autre  ap- 
pareil et  finalement  aussi  dans  l'air  libre.  Dans  cer- 
taines expériences,  la  barre  était  entourée  de  coton  ou  de 
duvet  d'édredon.  J'ai  chauffé  à  des  températures  diffé- 
rentes, faisant  varier  la  résistance  intercalée  dans  le  cir- 
cuit du  fil  à  mesure  de  300  à  50  unités  de  Siemens. 
Outre  les  éléments  ordinaires  de  fils  de  cuivre  et  d'ar- 
genton,  j'ai  essayé  encore  des  éléments  de  fils  de  fer  et 
de  cuivre.  Gomme  la  force  électromotrice  des  premiers 
éléments  croît  quand  la  température  s'élève,  tandis  que 
celle  des  derniers  décroît,  de  manière  que  les  indications 
de  la  température  obtenues  par  ces  éléments  s'écartent 
en  sens  inverse  de  l'échelle  ordinaire  de  température, 
ces  expériences  ne  sont  pas  dépourvues  d'iuterèt;  c'est 
pourquoi  je  relaterai  plus  loin  une  série  d'expériences 
faites  avec  des  fils  de  cuivre  et  de  fer.  Enfin,  j'ai  avec 
les  barres  de  fer,  d'argenton  et  de  bismuth,  employé 
seulement  des  fils  de  cuivre  qui  ont  été  placés  dans  les 
trous  en  relation  avec  la  barre  comme  éléments  thermo- 
électriques. Je  me  bornerai  ici  à  remarquer,  quant  à 
ces  expériences  préliminaires,  qu'elles  n'ont  manifesté 
aucun  désaccord  essentiel  des  résultats  obtenus. 
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Une  fois  terminées  ces  recherches  préliminaires  qui 
m'avaient  pris  beaucoup  de  temps ,  les  mesures  finales, 
dont  je  citerai  dans  ce  qui  suit  les  particularités,  purent 
être  exécutées  assez  rapidement,  parce  qu'elles  ne  pré- 
sentent plus,  après  quelque  exercice  acquis,  aucune  diffi- 
culté particulière. 

La  résistance  électrique  de  toutes  les  barres  a  été 
déterminée  immédiatement  en  mesures  absolues  à  0°  et 
100  par  la  méthode  dont  je  me  suis  servi  antérieure- 
ment pour  la  détermination  de  la  résistance  électrique  du 
mercure  (voir:  Overs.  over  Vidensk.  Selsk.  Forh.  1873, 
p.  67 ,  p.  85  de  cette  édition)  méthode  par  laquelle  les 
mesures  de  petites  résistances  peuvent  être  exécutées 
avec  facilité  et  avec  exactitude.  Pour  les  mesures  en 
question  j'ai  remplacé  l'aiguille  double  astatique  par  le 
galvanomètre  à  miroir  qui  est  plus  sensible;  d'autre  part 
l'aiguille  double  est  moins  sensible  à  l'influence  du  cou- 
rant de  la  grande  bobine  de  l'appareil  à  mesurer.  Ce- 
pendant, comme  cette  dernière  peut  être  placée  à  une 
distance  telle  du  galvanomètre  et  dans  une  direction 
telle  que  l'influence  devienne  imperceptible,  et  comme 
on  a  de  plus  dans  les  expériences  elles-mêmes  le  con- 
trôle nécessaire  des  erreurs  produites  par  là,  j'ai  préféré 
le  galvanomètre  à  miroir. 

On  amenait  les  barres  à  la  température  0°  en  les 
entourant  de  glace,  et  à  la  température  100°  en  les  pla- 
çant dans  l'eau  bouillante  ou  dans  l'appareil  à  chauffer 
(magnésium  et  aluminium).  De  plus  quelques  expériences 
ont  été  faites  avec  des  barres  placées  dans  l'air  libre  à 
la  température  du  local.  Pour  une  température  donnée 
les  résultats  étaient  les  mêmes,  que  les  barres  fussent 
entourées  d'eau  ou  d'air. 
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Pour  ces  expériences  je  me  suis  servi  exclusivement 
de  la  bobine  extérieure  de  mon  appareil,  au  moyen  de 
laquelle  j'ai  en  même  temps  exécuté  quelques  expériences 
sur  la  conductibilité  du  mercure.  Les  résultats  étaient 
identiques  à  ceux  que  j'avais  obtenus  antérieurement, 
et  par  lesquels  j'ai  trouvé  un  résultat  inférieur  de  deux 
pour  cent  à  celui  de  la  commission  de  la  British  As- 
sociation. 

Plus  tard  M.  Rowland  (Journal  de  Silliman,  t.  XV 
(1878),  p.  281)  est  parvenu  à  un  résultat  intermédiaire 
entre  les  deux  précédents  ;  mais  il  faut  remarquer  que 
ni  M.  Rowland,  ni  aucun  autre  observateur  n'a  jus- 
qu'ici déterminé  la  résistance  de  conduction  du  mercure 
lui-même  en  mesure  absolue,  mais  seulement  la  résistance 
d'étalons  de  Siemens  obtenus  par  comparaison  avec  des 
colonnes  de  mercure  assez  minces. 

Dans  mon  mémoire  sur  la  résistance  du  mercure, 
cité  ci-dessus,  j'ai  mentionné  (p.  100)  qu'en  fermant  et 
en  ouvrant  le  courant  principal  pendant  les  mesures  on 
influait  considérablement  sur  le  galvanomètre.  J'ai  trouvé 
que  ce  phénomène,  qui  alors  m'était  tout  à  fait  inex- 
plicable, est  produit  par  l'action  inductrice  de  la  bobine 
sur  le  conducteur  qui  mène  au  galvanomètre.  Si  ce  con- 
ducteur est  placé  perpendiculairement  aux  tours  de  la 
bobine,  ces  phénomènes  d'induction  disparaissent  tout  à  fait. 

La  détermination  du  poids  spécifique  des  métaux 
a  été  exécutée  à  la  température  ordinaire  ;  j'en  ai  déduit 
les  poids  spécifiques  à  0°  et  à  100°  en  me  servant  des 
coefficients  connus  de  dilatation.  Les  expériences  sui- 
vantes furent  exécutées  avec  des  pièces  longues  de  Gcm, 
détachées  des  barres. 

Enfin  j'ai   encore   déterminé  la  chaleur  spécifique  à 
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trois  températures  différentes  de  tous  les  métaux  em- 
ployés. L'appareil  à  chauffer,  monté  dans  ce  but,  était 
composé  d'un  cylindre  de  cuivre  (hauteur  156mm,  diamètre 
55mm,  qui  entourait  un  tube  fixé  dans  le  couvercle  (lon- 
gueur 128mm,  diamètre  27mm)  et  fermé  du  bas.  Le  cylindre 
était  rempli  d'alcool  éthylique  ou  amylique  qu'on  a  con- 
tinué à  faire  bouillir,  la  vapeur  étant  condensée  dans  un 
alambic,  d'où  elle  repassait,  à  l'état  liquide,  dans  le 
cylindre.  La  petite  barre  dont  on  voulait  déterminer  la 
chaleur  spécifique  était  placée  dans  le  tube  et  y  était 
chauffée  à  la  température  du  point  d'ébullition  des  deux 
liquides  (78°  et  131°).  Enfin  on  mettait  le  même  appa- 
reil avec  la  barre  dans  un  mélange  réfrigérant  de  glace 
et  de  sel. 

Quand  la  barre  avait  pris  la  température  constante 
de  l'appareil  à  chauffer,  elle  était  amenée  au  moyen  d'une 
manivelle  près  d'un  calorimètre,  et  y  était  plongée  vite- 
ment.  Du  reste,  on  a  exécuté  les  mesures  comme  à  l'or- 
dinaire. Gomme  la  température  de  la  chambre  était 
pendant  la  durée  des  expériences  voisine  de  20°,  les 
températures  moyennes  correspondantes  aux  chaleurs 
spécifiques  trouvées  étaient  à  peu  près  0°,  50°,  75°. 

Pour  chaque  température  on  a  fait  au  moins  deux 
mesures.  Les  moyennes  trouvées  seront  indiquées  dans 
ce  qui  suit. 

De  ces  observations  j'ai  déduit  les  chaleurs  spéci- 
fiques correspondantes  à  0°  et  100°  par  les  formules 

c0    =  c  +  0,45  s  —  0,30  £'    ^ 

^oo=    C  +  0,20  £+ 1,20  s'     ) 

où  c,  c  -f-  s  et  c-\-e'  sont  les  valeurs  des  chaleurs  spéci- 
fiques  à  0°,   50°   et   75°   trouvées   par  les  observations. 
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Ces  formules  sont  calculées  par  la  méthode  des  moindres 
'.ries,  les  poids  des  valeurs  trouvées  de  c,  c-\-s  et  c-\-s 
mt  après  estimation  1,  2  et  3,4. 


Dans  les  tableaux  suivants  j'ai  réuni  les  résultats 
de  toutes  les  mesures  exécutées  comme  il  a  été  dit, 
rangés  dans  l'ordre  des  expériences  sur  la  conduction 
calorifique.  §  est  la  température  de  l'appareil  à  chauffer, 
les  valeurs  de  A  et  2  indiquées  dans  la  première  ligne 
sont  les  températures  constantes  au  commencement  des 
expériences,  mesurées  en  millimètres  sur  le  fil  à  mesure. 
W  est  la  résistance  du  circuit  du  fil  à  mesure.  En 
général  la  résistance  employée  a  été  102  unités  de  Simens, 
résistance  pour  laquelle  1°  G.  correspond  à  48mm  du  fil 
à  mesure  à  0    et  à  58mm  à   100°.     La  première  colonne 

des  tableaux  contient  les  moyennes  -~    ^  m~i    des  deux 

valeurs  de  2  obs<  rvéi  -  successivement,  la  seconde  ligne 
le  nombre  de  si  ïondes  (t)  écoulées  entre  ces  deux  ob- 
servations.     Avec   ces   deux   séries   de    nombres,    on    a 

<  1' 
(troisième  colonne)  calculé  -^-  au  moyen  de  1  équation  (8); 

on  obtient  ainsi,   sauf  une  petite  correction  ■'—  =  — - — . 

L'I/  v 

[uatrièmè  colonne  contient  les  valeurs  observées  de 
â.  Les  trois  colonnes  suivantes  indiquent  les  valeurs 
correspondantes  trouvées  dans  la  période  suivante  de 
refroidissement,  pendant  laquelle  1  reprend  les  mêmes 
valeur.-  en  ordre  inverse.  Enfin  la  huitième  colonne  con- 
tient les  vai-  a  -    de  al2  calculées  par  l'équation  (7),    où 

/  =  _.  el  :  1  dernière  contient  les  valeurs  — 105  calculées 

a 

au  moyen  de  la  formule 
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ri' 

et 

V 


4a  2'  ' 


Il  faut  remarquer  qu'on  doit  dans  le  calcul  de  —  compter 
J  et  2  à  partir  des  points  fixes  déterminés  au  commen- 
cement des  expériences;  au  contraire  ils  sont  sans  im- 
portance pour  le  calcul  de  a.  Gomme  unités  absolues 
on  s'est  servi  partout  ici  du  gramme  comme  unité  de 
masse,  du  centimètre  comme  unité  de  longueur  et  de  la 
seconde  comme  unité  de  temps. 


1.     & 


Etaui. 
6°,0,    J  =  0,    1  =  0,    W  =  102  u.  de  S. 


V 

t 

et 

J 

t 

et 

J' 

4  a 

5-.  10» 

a 

1250 
1750 
2250 

153 

187 
245 

3,27 
2,67 
2,05 

45 
44 
43 

513 
376 

308 

0,99 
1,34 
1,64 

0 

1 
5 

10,56 
10,72 
10,30 

79 
82 
94 

2. 

3250 
3750 
4250 


ê  =  6°,4,    J  =  0,    2  =  0,    W  =  102  u.  de  S. 


102 

99 

105 


109 

4,59 

82 

178 

2,82 

5 

10,39 

116 

4,31 

85 

155 

3,23 

5 

10,61  ! 

114 

4,40 

90 

141 

3,53 

9 

10,19  j 

3.    ê  ==  8°,2,    J  =  0,   2' 


30,   W  =  102  u.  de  S. 


2250 
2750 
3250 
3750 
4250 


98 

5,10 

73 

265 

1,90 

—2 

10,71 

105 

4,76 

72 

213 

2,36 

—3 

10,53 

114 

4,39 

70 

183 

2,74 

—3 

10,24 

130 

3,85 

71 

153 

3,27 

—3 

10,39 

130 

3,85 

74 

147 

3,41 

0 

10,19 

4.  &  =  100°,  J  =  22,  2'  =  700,  W 


2250 
2750 
3250 
3750 


120 

4,17 

88 

320 

1,57 

22 

11,54  1 

135 

3,71 

90 

258 

1,95 

23 

11,84 

160 

3,13 

90 

214 

2,34 

25 

11,88 

216 

2,32 

87 

198 

2,53 

30 

11,75 

76 
76 
75 

79 

80 


102  u.  de  S. 


101 
loo 
! 
l(J 


262 


5.    »  =  100°,  A  =  -27,  21  =  1500,    W  =  102 'u.  de  S. 


t 

et 

A 

« 

dt 

A' 

4« 

-.  10° 

a 

3750 

61 

8.20 

93 

218 

2,31 

—27 

11.42 

103 

4250 

68 

7,35 

97 

170 

2,95 

—27 

12,04 

108 

4750 

70 

7,14 

96 

170 

2,95 

—22 

11,70 

104 

Les  trois  séries  d'expériences  1,  2  et  4  sont  exécutées 
avec  des  éléments  thermoélectriques  de  fils  de  cuivre  et 
de  fer;  les  autres  et  toutes  les  expériences  suivantes 
avec  des  éléments  de  fils  de  cuivre  et  d'argenton. 

Les  séries  1,  2  et  3  donnent  comme  moyenne 

*  NOTE  5.  4 (Y   =    10,44  à      16°  C.*, 

les  séries  4  et  5 

4a  =  11,74  à  106°  G. 

Si  l'on  en  déduit  les  valeurs  correspondantes  à  0e 
et  100°,  on  obtiendra 

4a0  =  10,21,     4«loo  =  11,64. 

Les  chaleurs  spécifiques  observées  sont 


à  0° 

0,05368 


à   50° 
0,05534 


à  75° 

0,05643, 


d'où  l'on  peut  calculer  au  moyen  de  la  formule  (9) 

Co   =   0,05360,      Cm  =   0,05731. 

Les  poids  spécifiques   correspondants   à  0°   et   100° 
étaient 

ô0   =    7,276,       dm  =    7,226, 

d'où 

cJo  =  0,3900,      Cm-Ô100  =   0,4141. 

Les   conductibilités  calorifiques  à  0°   et    100°,    kn  et 
ktn  sont  donc 

100 
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h  =  5>i»  =  0,1528,    k     =  ^oo  =  0l428     K  =  j  Q74 

O  ,y  '  100  „  '         7. 

((»  am  Aioo 

Les  conductibilités  électriques  à  0°  et  100°  sont 


x0  =   9,346-  10-5,      xm  =-•   6,524-  10-5,       ^  1,433, 

d'où 


X, 


-°  =  1635,     ^  ==  2181,     ^»:-°  =  1,334. 


Fer. 

1.     #  =  9°,8,    J  =  0,    2'  =  0,    TT  =  114  u.  de  S. 


y 


J'       4  a 


•  105 


2250 
2750 
3250 
3750 
4250 
4750 


86 

5,81 

141 

553 

84 

5,95 

144 

440 

90 

5,56 

144 

366 

90 

5,56 

146 

308 

94 

5,32 

149 

268 

99 

5,05 

151 

240 

0,91 
1.14 
1,37 
1.62 

1,87 
2,08 


2 

20,62 

2 

20,03 

2 

20,50 

2 

20,06 

4 

20,17 

8 

20,06 

40 
41 
42 
43 
46 
50 


2.    #  =  100°,  A  =  — 13, 


300,   W  =  62  u.deS. 


2750 

180 

2,78 

77 

510 

3250 

202 

2,48 

79 

393 

3750 

238 

2,10 

79 

347 

4250 

290 

1,72 

79 

308 

0.98 
1,27 
1,44 
1,62 


La  série  1  donne  comme  moyenne: 

4a  =  20,24  à  19°  G. 

La  série  2  donne  comme  moyenne 

4  a  =  22,73  à  114°  G.; 
on  en  déduit 

4«0  =  10,74,    4«100  =  22,31. 

Les  chaleurs  spécifiques  sont 


—8 

22,60  : 

•—6 

22,67  ; 

—2 

22,88  i 

-4-3 

22.75  : 

49 
54 
56 
59 


d'où 


à  0° 

0,1050, 
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à  50° 

0,1107, 


à  75° 
0,1136, 


C0  =  0,1050,      CM  =  0,1165. 

De  plus  on  a 

â0  =  7,828,      ô100  =  7,799, 
Cj0  =   0,8219,      cmdm  =  0,9086. 

Par  conséquent 

k 

k0   =   0,1665,      fc100  =   0,1627,      ^   =    1,023. 

Les  conductibilités  électriques  sont 

x0  =    10,374  •  10-S       xm  =   6,628  •  10~%      A  =    1,565, 

et  par  conséquent 

-°  =  1605,  -lon  =  2455,  ^00:-°  =  1,530. 


Argenton. 
1.    #  =  9°,6,    J  =  0,    2'  =  240,     TF  =  102  u.  de  S. 


v 


t 


02 

et 


or 


et 


J'      4a    -■  10= 


2750 
3250 
3750 
4250 


157 

3,18 

194 

425 

1,18 

4 

43,58 

167 

2,99 

193 

375 

1,33 

6 

44,29 

176 

2,84 

192 

340 

1.47 

8 

42,69 

202 

2,48 

191 

320 

1,56 

20 

42.33 

2.  &  =   10°,3,  J  =  5,  2'  =  100,  W 


2750 
3250 
3750 


146 

3,42 

207 

442 

1,13 

13 

42,64 

140 

3,57 

222 

396 

1,26 

18 

42,24 

159 

3,14 

221 

380 

1,32 

30 

42,83 

3.  iï   =  100°,  â  =  —  29,  1  =  350,  W 


3750 
4250 
4750 


73 

6,85 

269 

392 

1,28 

—  15 

34,93 

73 

6,85 

281 

345 

1,45 

—  13 

35,42 

74 

6,76 

288 

275 

1,82 

-11 

34,85 

51 

49 
47 
51 

102  u.  de  S. 

50 
50 
50 

102  u.deS. 


49 
49 
53 


4.    #  =  100°,  J 


—  J-, 


1100,   W  =  102  u.deS. 


3750 
4250 
4750 


276 

1,81 

94 

432 

1,16 

-13 

36,03  1 

298 

1,68 

96 

400 

1,25 

-  7 

35,15 

362 

1,38 

100 

386 

1,30 

+  3 

36,19  | 

52 
52 
53 
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Moyenne  des  séries  1  et  2 

4  a  =  42,80  à  19°  G. 
Moyenne  des  séries  3  et  4 

4a  =  35.43  à  108°  G. 
On  en  déduit 

4a0  =  44,37,     4aloo  =  36,oo. 
Les  chaleurs  spécifiques  sont 

à  0°  à  50°  à  75° 

0,09153,  0,09292,  0,09401, 

d'où 

c0  =  0,09141 ,      C1M  =  0,09467  . 

On  a  de  plus 

â0   =   8,499,       âm  =   8,457, 
eA  =  0,7769,      cmâm  =   0,8006; 

par  conséquent  on  a 

7. 

k0  =  0,07004,      klm  =  0,08874,      ^   =  0,7893. 
Les  conductibilités  électriques  sont 

x0  =   3,766  •  10-5,     xm  =   3,632  •  10-5,      -^   =    1,037, 

100 

-°  =   1858,     -100  =  2443,    ^?:-°  =  1,314. 


Lloo 


X.»    *, 


Cuivre. 
1.    ^  =   11°,2,    J  =  0,    2  =  50,     IF  =  102  u.de  S. 


/ 


£2 
dt 


125Q 

1S6 

2,60 

15 

985  ! 

1750 

16-2 

5.09 

18 

680  ! 

2250 

156 

121 

22 

512  | 

2750 

154,  ! 

125 

24 

406  ! 

325(i 

150 

;,34 

27 

384 

3750 

156 

121 

29 

28s  : 

i25<  ) 

1 53 

5.27 

•52 

246 

1750 

150 

1,34 

85 

224 

0.52 
0,74 
0,98 
1.24 
1.50 
1,74 
2,04 
9  93 


1 

4,36 

2 

4,18 

3 

4,54 

4 

4,45 

;) 

4,55 

6.5 

4,55 

8.5 

4,43 

10.5 

4,40 

64 
72 
75 
79 
81 
86 
94 

'.18 


±      /> 

3250 
•750 
Î250 


100 


J 


3,    2  —    1-50,    W  =  52  u.  de  S. 


99 

5.05 

39 

1  287 

1.75 

7.5 

4,63 

88 

101 

4,95 

40 

250 

2.01 

8 

4,60 

86 

107 

4,68 

41 

220 

2.2s 

9 

4,60 

87 

d'où 
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Moyenne  de  la  série  1  : 

4a  =  4,43  à  19°  C. 
Moyenne  de  la  série  2: 

4  a  =  4,61  à  117°  G. 
On  en  déduit 

4a0  =  4,40,     4aloo  =  4,58. 
Les  chaleurs  spécifiques  sont 

à  0°  à  50°  à  75e 

0,08988,  0,09169,  0,09319, 

co  =   0,08970,      ^100  =   0,09421. 

De  plus  on  a 

â0  =   8,827,       ôlw=   8,783, 
C0à0  =   0,7918,      Cmôm  =  0,8274. 

ko  =   0,7198,      km  =  0.7226,       -^  =  0,996, 


x0  =   45,74  •  10-*,      *100   =   33,82  •  10-*,       *   =    1,352 

100 

-°=  1574,     ^°  =  2137,    ^:-o=  1,358. 


1.    #  =  ll°,o,  â  =  0,   2  =  —50,   IF  =  102  u.de  S. 


2' 


£ 


£2 
<9£ 


£ 


J' 


4a    !  —  •  105 


1750 

84 

5,95 

136 

273 

2250 

8(5 

5,81 

140 

211 

2750 

99 

5,05 

145 

175 

1,84 

2.38 
2.86 


4 

16,94 

5 

16,48 

8 

17,30 

115 
116 

118 
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2.    &  =  12°,i,    J  =  0,    2  =  0,   TT  =  102  u.  de  S. 


V 

t 

dl 

dt 

A 

t 

ô±v 

A' 

4fl 

a 

2250 
2750 
3250 
3750 

142 
149 
162 
183 

3,53 
3,36 
3,09 

2,74 

105 
114 
120 
129 

210 
174 
146 
126 

2,39 

2,88 
3,43 
3,97 

5,5 

8 
11 
17 

16,81 
16,99 
16,71 
16,68 

121 
122 
126 
133 

3.    #  =  100°,    A  =  —  35,   2  =  500,   TF  =  102  u.  de  S. 


1750 

2250 


111 

132 


4,51 
3,79 


78 
79 


380 
263 


1,33 
1,91 


-30 

—24 


18,49  !      129 
18,05         145 


4.    ê  =  100°,    A  =  -35,   2  =r  630,    W=  102  u.  de  S. 


3250 
3750 


233 
273 


2,16 

1,84 


76    I    112 


4,47 
5,32 


-42 


17,80 
17.88 


156 
155 


d'où 


Moyenne  des  séries  1  et  2 

Aa  =  16,84  à  19°  G. 
Moyenne  des  séries  3  et  4 

4  a  =  18,05  à  105°  G. 
On  en  déduit 

4«0  =   16,57,     4«loo  =   17,98. 
Les  chaleurs  spécifiques  sont 
à  0°  à  50° 

0,03067 ,  0,03092 , 


à  75° 
0,03071, 


c„  =  c. 


=  0,03077. 
De  plus  on  a 

d0  =    11,257,      ô100  =    11,163 


100 
100       100 


co3o  =  0,3464,     c^â, 

A;  =   0,08362,      km  =   0,07642, 


0,3435. 


1,094  , 


5,141  •  10-%      *      =   3,602  •  10"s,      ^  =    1,427, 


-°  =   1627,     ^ 


2122,      ^50;-°=    l,;î04. 
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Laiton  (rouge). 
1.    §  =  12°,7,  J  =  0,  2  =  —  42,    *r  =  102  u.de  S. 


I 

£ 

B2 

et 

J 

t 

et 

J' 

4  a 

1  •  10* 
a 

2250 
2750 

3250 
3750 

110 
111 

108 
114 

4,90 

4,50 
4.63 
4,39 

70 
73 

77 
80 

558 
406 
348 
284 

0,90 
1,24 
1,44 
1,76 

5 

6 

12,29 
12,02 
11,86 
12.03 

50 
56 
56 

59 

2.    #  =  100,  J  =  —14,5,  2'=--  —273,   TF=  102  u.de  S. 


1750  ; 

90 

5,56 

65 

4(50 

2250  ! 

86 

5,81 

68 

318 

2750 

6,02 

72 

194 

3250 

80 

6,25 

77 

131 

1,10 

—  12 

11,56  | 

65 

1,58 

—  14 

11,10  l 

64 

2,58 

—21 

10,81 

(55 

3,82 

—30 

10,63  ! 

67 

On  a  dans  cette  expérience  accéléré  le  refroidissement 
par  un  contact   de   peu  de  durée  avec  une  barre  froide. 
Moyenne  de  la  série  1  : 

4a  =  12,05  à  21°  G. 
Moyenne  de  la  série  2: 

4a  =   11,02  à  107°  G. 
On  en  déduit 

4a0  =  12,29,     4a100  =  11,10. 
t  es  chaleurs  spécifiques  sont 

à  oû  à  50°  à  75° 

0,08991,  0,09224,  0,09396, 


d'où 


0,09396. * 


*  NOTE  6.  c0  =  0,09005 ,       C% 

De  plus  on  a 

da   =   8,395,       <*=   8,348, 


Co°o 


0,7559,      Cloo.0\=  0,7844, 


\  -=  0,2460,      km  =   0,2827,      f   =   0,8704, 


13,31-  10-5,       -±  =    1,183, 

y 

*ioo 

1562,     --^  =  2123,     -J°-0:-0  =   1,360. 


15,75-  10-5,      xm 


100_ 

t 
'100 
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Laiton  (jaune). 
i.     »  =  12°,0,    â  =  0,    2'  =  173,   TF  =  102  u.  de  S. 


,v 

i 

c±' 

â 

t 

<92v 

J' 

4a 

*.w 

dt 

324 

dt 

a 

3250 

7.6(> 

143 

1,56 

11 

14,27 

76 

3750 

66 

7,58 

147 

264 

1,90 

16 

13,82 

86 

4250 

'17 

7,46 

150 

204 

2,46 

18 

13,31 

93 

2.    ê  =  10°,3,    J  —  0,   21  =  120,    IF  =  102  u.  de  S. 
2250  |    304    |  1,66    |      44    |    505   |      1,00     |      8     |  13,53  |      75 

100°,  A  =  -  6,  21  =  550,    W  =  102  u.  de  S. 


2750 
3250 
3750 
4250 


170 

2.94 

47 

367 

1,37 

—5 

12,05 

192 

2,61 

48 

307 

1,63 

—3 

12,03 

220 

2.22 

48 

266 

1,88 

0 

11,71 

275 

1,82 

48 

255 

1,96 

4 

11,64 

66 
6!) 
74 
76 


Moyenne  des  séries  1  et  2 

4  a ;  «  13,73  à  20°  C. 
Moyenne  de  la  série  3 

4  a  =  11,86  à  107°  G. 
On  en  déduit 

4a0  =  14,16,     4a100  =  12,01. 
Les  chaleurs  spécifiques  étaient 

à  0°  à  50°  à  75° 

0,08833,  0,09218,  0,09265, 

CQ  =  0,08876 ,      Cm  =   0,9428. 

De  plus  on  a 

d0  =  8,140,     ôm  =  8,090, 

C0d0  =  0,7225,      Cmâm  =   0,7627, 

k 
k0  =   0,2041,      Âloo  =   0,2540,      £-°   =   0,8035, 


x0  =    12,625  •  10-,      /100=    11,00-10-,      A  «    1,148, 

*loo 

-°  =  1617,     ^°  =  2309,     Â-^:  -»  =  1,428. 

x  y  y        x 

o  Aioo  loo     Ao 


d'où 
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Magnésium. 
1.    ê  =  10°,9,    J  =  0,  21  =  210,   IF  =  102  u.  de  S. 


62 

52v 

b 

V 

t 

A 

t 

J' 

4a 

-  •  105 

et 

et 

a 

3750 

63 

7,94 

56 

153 

3,27 

2 

4,82 

104 

4250 

66 

7,58 

59 

132 

3.79 

q 

4,93 

109 

4750 

63 

7,94 

61 

115 

4,35 

4 

4,64 

115 

9  H  — 


&  =   10°,8,  J  =  0,  21  =  50,  W  =   102  u.  de  S. 


1250 
1750 
2250 
2750 
3250 
3750 


121 

4,13 

23,5 

514 

0,99 

0 

4,59 

118 

4,24 

24,5 

368 

1.37 

0 

4,37 

124 

4,03 

26,5 

268 

1,88 

0,5 

4,40 

132 

3,79 

28 

226 

2,22 

1 

4,51 

137 

3,65 

30 

190 

2,64 

2 

4,45 

150 

3,34 

32 

152 

3,30 

2 

4,52 

82 
81 
90 
90 
97 
101 


Q 

O. 


& 


100°,  J  =  0,   2 


20,   W  =  102  u.  de  S. 


2750 
3250 
3750 
4250 


184 

2,72 

28,5 

173 

2,89 

1.5 

4,81 

204 

2,45 

30 

145 

3,45 

2,5 

4,66 

235 

2,13 

31,5 

124 

4,03 

3 

4,63 

273 

1,83 

30,5 

122 

4.10 

4,5 

4,38 

114' 
121 
123. 
119 


4.    #  =  100°,    J  — 


0,   W  =  52  u.  de  S. 


3250 
3750 
4250 
4750 


81 

6,17 

44 

148 

3,38 

—2 

4,82 

96 

5,21 

40,5 

125 

4,00 

^ 

4.61 

129 

3.88 

38 

119 

4,20 

—  1,5 

4,89 

166 

3,01 

35,5 

105 

4,76 

+1,5 

4,38 

104 
107 
101 
117 


La  dernière  suite  d'expériences  est  exécutée  non  par 
chauffage  mais  par  refroidissement,  la  barre  extérieure 
n'étant  chauffée  qu'à  80°  environ  et  étant  refroidie  dans 
l'air  libre  pendant  l'expérience.  Pour  cette  raison  on 
avait  renversé  le  courant  dans  le  fil  à  mesure. 

De  toutes  ces  séries  d'expériences  on  a  tiré  comme 
moyenne 

4,612. 


4  a 


Les  chaleurs  spécifiques  étaient 


à  0° 
0,2456 , 


h  50° 

0,2519  , 


à  75° 

0,2509 , 
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d'où 


a    =  e     =  0,2503.* 

0  100 

De  plus  on  a 

à0  -      1,739,     dm  =   1,725, 

Ca   =   0,4335, 
h    =   &      =   0.3760 , 

o  mo 


NOTE  7. 


24,47  •  lO"5,      x. 


17,50  •  10-5, 


1,398, 


-o  ==   1537,     ^°  =  2149,     ^?:-°  =  1,398. 


Aluminium. 
1.    #  =  13°,7,  J  =  0,   2'  —  0,    TF  =  102  u.  de  S. 


V 

£ 

<92 

J 

t 

<% 

3750 

61 

8,20 

72 

202 

4250 

63 

7,94 

73 

181 

2,48 
2,76 


J' 


3,5 
3,5 


4a 


6,41 
6,31 


•  105 


a 


81 
85 


2.    #  =  14°,o,    J  =  0,   2  =  0,   W  =  102  u.  de  S. 


2750 

85 

5,88 

52 

303 

3250 

88 

5,68 

54 

243 

3750 

94 

5,32 

55 

212 

4250 

96 

5,21 

57 

164 

4750 

97 

5,15 

58 

180 

1,65 

2,06 
2,36 
3,05 

2,78 


2 

6,64 

3 

6,59 

4 

6,64 

4,5 

6.35 

7,5 

6.37 

71 

77 
79 
88 
83 


1.  ë 

=  100°,  J 

15,  2 

3750 
4250 
4750 

94 
92 

92 

5,32 
5,43 
5,43 

41 
44 

47 

209 
181 
167 

=  220,    W  =  102  u.  de  S. 


2,37 
2,76 
2.99 


-11 

6,76 

-10 

6,59 

—  9 

6,65 

4.    #  =  100°,  J  ==  —5,5,  2  =  320,    W 


84 
87 
86 


52  u.  de  S. 


3250 

221 

2,27 

23,5 

216 

3750 

290 

1,73 

23,5 

191 

4250 

388 

1,30 

1.) 

177 

i 

2,32 
2,83 


-5,5  |  6,32 
-5  6,55 
-4      ;  6,54 


79 
79 

78 


d'où 
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De  toutes  ces  séries  d'expériences  on  a  tiré  la  moyenne 

4«  =  6,517. 
Les  chaleurs  spécifiques  sont 

à  0°  à  50°  à  75° 

0,2055,  0,2088,  0,2144, 

C0  =   0,2043,       Cm  =   0,2168. 

De  plus  on  a 

*,  =   2,739,      £100=   2,720, 
Cj0  =   0,5596,      Cmâm=  0,5897, 

k 
k0   =   0,3435,      km  =  0,3619,      ^   =   0,9489, 


*o  =   22,46  •  10-*,      xm  =    17,31  •  10-»,      ^  =    1,297 

*100 

*L°  =  1529,     ^°  =  2091,     -1-00:-0  =  1,367. 

Xn  Xmn  *10O  0 


1.     &■  =    13°,3,    J 


\' 


021 


1250 

67 

7,46 

1750 

71 

7,04 

2250 

71 

7,04 

2750 

72 

6,94 

3250 

74 

6,76 

3750 

74 

6,76 

i-250 

75 

6,67 

Cadmium. 
-1,  2"  =  —70,    W 


102  u.deS. 


t 


er 


ôt 


â' 


4a 


*.10» 
a 


71 

566 

74 

396 

76 

303 

78 

245 

81 

200 

85 

178 

88 

156 

0,90 
1.27 
1,66 
2,05 
2,50 
2,81 
3.21 


—  1 
— 1 
-1 

—  1 

—  1 
0 

+  1 


8,61 
9.03 

8,85 
8,79 
8,86 
8.88 
8,81 


68 
70 

72 
73 

75 

77 
80 


H  =  14  ,7,    â  =  0,    21  =  0,     W  =  52  u.  de  S. 


1750 
2250 
2750 
3250 

3750 


7  i 

81 

98 

123 


6,/u 
6,17 
5  10 
4,07 


7Q 

7^ 
75 
71 
67 


385  j 
286 
228  i 
197 
181 


1,30 
1,75 
2,19 

2,76 


9,02 
9,16 

8,97 
9,03 
9,08 


74 
78 
80 
85 
88 
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3.    ê  =  14°,8,    A  ==  0,   2 


40,    ÏF  =  102  u.  de  S. 


2 

t 

62 

et 

A 

t 

<92" 

A' 

4a 

•  10° 
a 

1250 
1750 

2250 
2750 

88 

95 

1Î4 

140 

5,G8 
5,26 
4,39 
3.57 

58 
59 

5G 

52 

548 
378 
2S7 
235 

0,93 
1,33 
1,75 
2,13 

0 
0 

0,5 
1 

8,77 
8,98 
9,04 
8,95 

72 
74 
78 
80 

4.    #=100°,    J  =  -33,5, 


2' 


1100,   TF=102  u.  de  S. 


3250 
3750 
4250 
4750 


67 
60 
65 

67 


7.46 
8,33 
7,69 
7,46 


55 
62 
64 
69 


290 
236 
196 
153 


1.73 
2,12 

2.55 
3,27 


-33,5 

33,5 

-33.5 

-33,5 


9,63 
9,14 
9,52 
9,55 


80 
80 
81 
90 


100°,  A   =  -17, 


v 

_ 


550,  W  =   52  u.  de  S. 


3250 
3750 
4250 


133 

3.76 

39,5 

215 

149 

3,36 

42,5 

185 

187 

2,67 

43 

163 

2,33 
2,70 
3,07 


-17 

9,28 

-15,5 

9,57 

-13 

9,76 

86 
89 


d'où 


Moyenne  des  séries  1,  2  et  3 

4  a  =  8,927  à  24°. 
Moyenne  des  séries  4  et  5 

4a  =  9,493  à  110°, 

4a0  =  8,769,     4a100  =  9,427. 
Les  chaleurs  spécifiques  sont 


d'où 


à  0° 
0,05562 


à  50° 
0,05643 , 


à   75° 
0,05607 , 


Co  =  0,05585,      C100  =  0,05632. 

On  a  de  plus 

d0   =   8,638,       i)m  =   8,556, 

C0d0  =   0,4824,      CMdm=   0,4819, 

k 

k0  =  0,2200,      km  =   0,2045,      ^   =    1,076, 

SoO 

II.  18 
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xQ  =    14,41-  10-5,      *100  =    10,18-  10-5,      ^  =    1,415, 

100 


-°  =    1527,      ^ 


2009,    ^?:-°  =  1,315 


Antimoine. 
1.    #  =  16°,5,    J  =  0,   2'  =  -60,   TT  =   102  u.  de  S. 


dl 

<92' 

b 

2' 

* 

~ôt 

J 

t 

~dT 

J' 

4a 

--105 
a 

1750 

138 

3,63 

174 

274 

1,84 

0 

31,81 

102 

2250 

162 

3,09 

179 

195 

2,57 

0 

31,63 

111 

2750 

192 

2,61 

181 

165 

3,04 

2 

31,68 

112 

2.    ê  =  15°,i,    J  =  0,    2  =  180,    ir  =  102  u.  de  S. 


2750 

89 

5,62 

278 

156 

3,21 

0 

31,47 

3250 

93 

5,38 

294 

138 

3,63 

5 

32,07 

3750 

100 

5,00 

304 

115 

4,35 

8 

31,64 

4250 

112 

4,47 

308 

107 

4,68 

16 

31,93 

125 
123 
129 
127 


2,  2  =  800,   W  =  102  u.  de  S. 


133 

3,77 

257 

121 

4,14 

—15 

34,38 

141 

3,56 

276 

107 

4,68 

-11 

34,84 

168 

2.99 

291 

90 

5,56 

—  6 

34,73 

197 

2,55 

301 

87 

5,75 

+  12 

34,78 

3.    #  =  100°,  A 

3250 
3750 
4250 
4750 


Moyenne  des  séries  1  et  2 

4a  =  31,75  à  24°. 
Moyenne  de  la  série  3 

4  a  =  34,68  à  108°. 
On  en  déduit 

4a0  =  30,91,     4aloo  =  34,40. 
Les  chaleurs  spécifiques  sont 


154 
150 
160 

158 


à  0° 

0,05162, 


à  50° 

0,05174, 


à  75° 

0,05070 , 
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d'où 


Co   =    Cm   =   0,05120.* 

De  plus  on  a 

d0  =   6,673,      om  =   6,653, 

C0d0  =   0,3417,      Cmo\00  =  0,3406, 

Je 
ko   =   0,04421,      &100  =   0,03961,      -^-   =    1,116, 


*  NOTE  8. 


x    =   2,199  •  lO"5,      y 


1,522  •  10-5, 


1,445 


-°  =  2011,     ^  =  2603,    ^:-° 


1,294 


1.  ê 


Bismuth. 
16°,l,    J  =  0,    2  =  0,    TF 


102  u.  de  S. 


62 

02" 

b     A^. 

S' 

£ 

à 

« 

J' 

4  a 

-•  105 

et 

H 

a 

2300 

96 

5,22 

577 

180 

2,79 

14 

70,3 

130 

2800 

112 

4,47 

583 

150 

3,34 

28 

71,1 

133 

2.    #  =  15°,8,    J  =  0,    2'  =  0,   TF  =  102  u.  de  S. 


2400 

105 

4,77 

551 

178 

2,82 

12 

71,0 

2900 

133 

3,77 

547 

134 

3,74 

16 

70,7 

3400 

181 

2,78 

528 

109 

4,60 

0 

71.5 

3900 

310 

1,64 

511 

88 

5,69 

—  10 

71,1 

125 
137 
135 
142 


3.    S  =  100°,  J  =  -4,  2  =  340,    W  =  102  u.  de  S. 


1900  ! 

159 

3,16 

440 

169 

2,98 

—30 

76,5 

2400 

196 

2,57 

453 

126 

3,98 

—48 

77,0 

4.    ê  =  100°,  J  =  -4,  2  =  380,   W 


1900 

176 

2,85 

408 

223 

2,26 

21 

75,7 

2400 

244 

2,07 

421 

178 

2,82 

43 

77,3 

2900 

424 

1,22 

422 

152 

3,30 

70 

77,9 

169 
164 


102  u.  de  S. 


170 
169 
166 


18* 
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Moyenne  i\v*  séries   1  et  2 

la  =  70,95  à  25°. 

Moyenne  des  séries  3  et  4 

4 a  =  7G,88  à  105°. 
d'où 

4a0  ,      69,10,     4a100  =  76,51. 

Les  chaleurs  spécifiques  sont 

à  0°  à  50°  à  75° 

0,03013,  0,03066,  0,03090 

d'où 

C0   =   0,03014,      C10o  =   0,03116. 

De  plus  on  a 

*.  =   9,746,     J10(,  =  9,707, 
Cj0   =   0,2937,      Cmâ100   =   0,3025, 
*  NOTE  9.  A'0  =  0,01700,      /.-10   =   0,01581,      rr  =    1,071,* 

A'ioo 

x0   =   0,9293  •  10- 5,      z100   =  0,6299  •  10~5 ,       —  =    1,475, 

*loo 

-°  =   1830,     ^o  =  25io,     ^oo.^o  =  lm 


Après  avoir  achevé  toutes  ces  expériences,  qui 
durèrent  de  janvier  à  octobre  1880,  j'ai  tenu,  surtout  à 
cause  des  résultats  des  expériences  de  H.  F.  Weber  (Be- 
richte  der  Akademie  cl.  W.  zu  Berlin,  1880,  p.  457)  qui 
différaient  d'une  manière  frappante  des  miens,  à  répeter 
la  détermination  des  conductibilités  calorifiques  des  barres 
par  une  méthode  qui  différât  tout  à  fait  de  celle  que 
j'avais  employée  en  premier  lieu.    A  cette  fin,  j'ai  choisi 
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la  méthode  de  Forbes:  l'observation  de  la  tempéi 
stationnaire  produite  en  des  points  différents  de  la  barre 
par  réchauffement  de  l'une  de  ses  extrémités  et  l'obs  - 
vation  du  refroidissement  de  la  barre  par  la  conducti< 
extérieure  après  qu'elle  a  été  chauffée  à  une  température 
uniforme.  Gomme  je  voulais  en  même  temps  éviter 
remploi  de  l'appareil  à  chauffer  dont  je  m'étais  servi 
dans  les  premières  expériences .  je  me  décidai  à  faire 
ces  expériences  dans  l'air  libre  à  la  température  de  la 
chambre,  renonçant  ainsi  à  déterminer  l'influence  de  la 
température  sur  la  conductibilité. 

J'ai  commencé  ces  observations  ;•,  <  es  expériences 
sur  la  conduction  extérieure  apparente:  c'esl  ainsi  qu 
j'ai  étudié,  en  partie  au  moyen  de  thermi  mètres,  en 
partie  au  moyen  d'éléments  thermoélectriques,  le  refroi- 
dissement dans  l'air  libre  de  corps  de  grandeurs  el  de 
formes  différentes.  Pour  le  calcul  de  ces  expériences  je 
me  suis  servi  d'abord  de  la  formule  de  la  conduction 
extérieure,  admise  récemment,  d'après  laquelle  la  quanti 
de  chaleur  communiquée  par  chaque  unité  de  surface 
est  exprimée  par  hu(l-\- /2w),  où  u  est  la  différence  des 
températures  du  corps  et  du  milieu  ambiant  et  où  h  et 
J3  sont  deux  constantes  indépendantes  de  u.  Cette  for- 
mule suffit  tant  que  le  refroidissement  ne  dépasse  pas 
une  certaine  limite  approximativement  égale  à  \  ut,  uy 
étant  la  valeur  de  u  observée  primitivement.  Au-dessous 
de  cette  limite,  les  valeurs  observées  ont  fait  ressortir  un 
écart  régulier  avec  les  valeurs  calculées. 

Gomme  cette  formule  empirique  n'était  pas,  à  mon 
avis,  tout  à  fait  satisfaisante,  j'ai  essayé  d'obtenir  par 
des  vues  théoriques  une  formule  plus  acceptable.  M.  A. 
Oberbeck  a  le  premier,   il  n'y  a  que  deux  aus,  tenté  de 
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développer  une  théorie  de  la  conduction  extérieure  de 
la  chaleur  (Ann.  de  Wiedernan,  t.  VII,  p.  271). 

Mais,  comme  cet  auteur  s'est  servi  de  développe- 
ments en  série  suivant  les  puissances  croissantes  du 
coefficient  de  dilatation  de  l'air  ambiant,  il  n'a  réussi  à 
trouver  une  solution  admissible  que  dans  le  cas  où  l'air 
ambiant  était  très  raréfié;  au  contraire  la  solution  pra- 
tique proprement  dite  échappe  tout  à  fait  à  ses  recherches. 

Imaginons  qu'une  plaque,  de  hauteur  H  et  infiniment 
large,  soit  suspendue  verticalement  et  que  sa  température 
soit  maintenue  constante  et  plus  élevée  que  celle  de  l'air 
ambiant.  Des  courants  ascendants  se  formeront  dans 
l'air  ambiant  et,  si  l'on  suppose  que  les  courants  horizon- 
taux soient  ici  sans  importance,  la  pression  p  de  l'air 
sera  partout  la  même  dans  chaque  plan  horizontal;  au 
contraire  il  va  sans  dire  qu'elle  variera  d'une  couche 
horizontale  à  l'autre. 

Si  w  est  la  vitesse  verticale  de  l'air,  -q  le  coefficient 
de  frottement  intérieur,  p  le  poids  spécifique  de  l'air 
et  g  l'accélération  de  la  pesanteur,  l'équation  du  mouve- 
ment de  l'air,  dans  les  hypothèses  que  nous  faisons,  sera: 

,/  dw    ,         div  \  ,        dp    ,      (  dhv    .    ô2w\        ... 

PXW+v-ëT)  =  -^-to  +  nâF+W     (1) 

Soient  de  plus  les  températures  de  l'air  au  point 
(x,  z)  et  à  l'infini  T  -f  #  et  T  degrés ,  comptés  à  partir 
du  zéro  absolu,  et  soient  c  la  chaleur  spécifique  de  l'air 
à  pression  constante  et  k  sa  conductibilité  calorifique; 
l'équation  du  mouvement  de  la  chaleur  sera 

pc[-m  +  wtz)  =  H»+5y-        () 
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Une  partie  de  cette  variation  de  température  est 
due  à  la  dilatation  de  l'air  ascendant;  mais  comme  l'air 
n'est  refroidi  par  là  que  d'un  degré  pour  100m  ou  0°,000l  G. 
par  centimètre,  cette  quantité  peut  être  considérée  comme 
très  petite  en  comparaison  des  variations  produites  par 
les  autres  conditions. 

Si  l'on  désigne  le  poids  spécifique  de  l'air  à  distance 
infinie  de  la  plaque  (x  =  oo)  par  ^,  on  aura 

pT  =  p\T+»)    et    d£  +  pg  =  0, 
et  par  suite 

dp         ,  —  & 

~te+P9  =  (P—P)9  =  Y+§pg' 

Si  nous  ne  tenons  compte  que  de  la  température 
stationnaire  produite  par  la  constance  de  la  température 
de  la  plaque,  les  équations  (1)  et  (2)  se  réduiront  à 

dw  &        ri    T+#  /62w    .    d\v\ 

Ww  -^T  +  ^'    r-(ft?+-s?j-       (3) 

Dans  ces  équations  on  peut,  avec  une  approximation 
suffisante,  considérer  les  coefficients  des  derniers  termes 
comme  des  fonctions  de  T  seulement  (au  lieu  de  T-\-â) 
c'est-à-dire  que  #  peut  être  négligé  dans  ces  coefficients. 

Dans  toute  la  couche  d'air  limitée  par  deux  plans 
horizontaux  qui  passent  par  les  bords  supérieur  et  in- 
férieur de  la  plaque,  l'air  entrera  par  le  plan  inférieur 
avec  une  vitesse  w  dépendante  de  x  et  s'élèvera  jusqu'au 
plan  supérieur  sans  éprouver  de  variation  sensible  dans 
sa  vitesse,   tandis  que  la  température  du  même  courant 
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ir  n<      iffère  au  commencement  que  peu  de  T.   mais 
.  s    rmera  rapidement  en   une  température  T-}-#, 
•    esl    constante   jusqu'au   plan    horizontal 
ur.      Ces    suppositions    se    rapprochent    d'autant 
de  la  réalite   que  la  hauteur  H  de  la  plaque  est 
plus  grande  et  que  les  courants  en   question  sont  situes 
plus  prè:    de  la  plaque;    niais,    comme  tout  le  caractère 
du   phénomène   dépend  essentiellement  des  mouvements 
et  de  la  température  des  couches  d'air  les  plus  rappro- 
chées de  la  plaque,  on  n'introduira  pas  d'erreur  sensible 
en  faisant    les   mêmes   suppositions   pour   les  courants  à 
toutes  distances  de  la  plaque. 

Les  suppositions  mathématiques  sont  donc,  que  w 
ne  dépend  pas  de  z  entre  les  limites  z  --  0  et  z  =  i7, 
mais  qu'il  est  entre  ces  limites  {'onction  de  x  seul,  tandis 

68-  .  <?# 

que  />  et  7  -  sont  nuls   pour   z  =  0,    après  quoi  ,,     croît 

rapidement  et  décroît  de  nouveau  jusqu'à  0,  de  sorte 
que  &  ait  déjà  pour  une  valeur  de  z,  petite  en  compa- 
raison de  i/,  une  valeur  constante  qu'il  conserve,  comme 
le  fait  w,  jusqu'à  z  =  H.    A  cette  dernière  limite  même 

on  suppose  que  iv  et  #  soient  constants. 

dz 
Si  l'on  multiplie   les  équations  (3)  et  (4)  par     "■  et 

qu'on  les  intègre  entre  les  limites  z  —  0  et  z ■=  =  iZ,  on 
obtiendra  par  conséquent: 

»w  =ë±J"t{.  (6) 

pc      ox 

Comme  l'air  est  en  repos,  tant  au  contact  immédiat 
de   la   plaque   qu'à   distance  infinie   d'elle,   et  comme  la 
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couche  d'air  voisine  de  la  plaq  le  a  la  température  con- 
stante de  celle-ci,  que  nous  désignerons  par  T-\-&0,  les 
conditions  des  équations  différentielles  correspondantes 
aux  limites  seront  : 

#  =  #0     et    w  =  0  pour    x  =  0, 

#  =  o     et   w  =  0  pour   r  =  co. 

Si  l'on  pose 

x  --=  aa;',     /r  =  fiw\      â  =  #0#\ 

on  peut  choisir  «  et  /?  de  manière  que  les  équations 
différentielles  prennent   la  forme 

o=  ^  #4  ':'"''.    i   *v-  S-  (7) 


cV2  ' 


On  doit  alors  poser 


yr/rr  i  /iGHi% 


ei 


Vr 


Les  conditions  aux  limites  se  réduiront  alors  à 

//  =   1     et    m?'  =  0  pour  .r'  =  0, 
,y  =  0     et    /r'  =  0  pour  x'  =   œ . 

Comme  toutes  les  constantes  sont  réduites  de  cette 
manière  à  des  nombres  pars,  les  intégrales  des  équations 
ne  contiendront  que  des  coefficients  numériques. 

Si  l'on  désigne  par  L  la  quantité  de  chaleur  com- 
muniquée par  seconde  et  par  centimètre  carré  par  con- 
duction à  Pair  ambiant,  on  aura: 

l         &!— '  /■'''•■  — 

\ox\x-  a  \  dx'  t'  =  o 

et,   si  Ton  introduit   ici  la  valeur  de  a  trouvée  ci-dessus, 
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on  aura 


où 

\e»r 


L  -NVïrnr-Vp*ï>  (8) 


$#'  \~f 


HT 

N 


x'  =  0 


est  un  nombre  pur,  dont  la  valeur  sera  déterminée  dans 
ce  qui  suit.  Pour  les  gaz  parfaits  l'expression  trouvée 
de  L  prendra    une    forme   encore    plus  simple,    car  ici 

-+  ne  diffère,  comme  on  sait,  que  peu  de  l'unité. 

rC 

Bien  que  le  résultat  trouvé  ne  soit  tiré  que  de  sup- 
positions très  élémentaires  et  qu'il  ne  puisse  pour  cette 
raison  être  considéré  que  comme  une  première  approxi- 
mation ,  il  représente  avec  une  exactitude  étonnante  les 
lois  de  la  conduction  extérieure  de  la  chaleur  (la  radia- 
tion de  chaleur  n'y  est  pourtant  pas  comprise).  Comme 
on  sait,  Dulong  et  Petit  (Ann.  de  chim.  et  de  phys., 
t.  7,  1817,  p.  225—264  et  337—367)  ont,  de  leurs  obser- 
vations de  la  vitesse  de  refroidissement  de  corps  diffé- 
rents, déduit  qu'elle  est  proportionelle  à  mpciïbQ,  si  l'on 
soustrait  la  partie  due  à  la  radiation. 

Gomme  la  vitesse  de  refroidissement  est  propor- 
tionnelle à  la  perte  de  chaleur  L,  et  comme  la  pression 
de  l'air  p  est  proportionnelle  à  son  poids  spécifique  p, 
on  reconnaît  que  déjà  les  formes  des  résultats  trouvés 
par  les  expériences  et  par  le  calcul  sont  complètement 
en  concordance.  De  plus,  Dulong  et  Petit  ont  trouvé 
pour  tous  les  gaz  proprement  dits  b  =  1,233,  tandisque 
cet  exposant  est  d'après  (8)  égal  à  1,25,  par  conséquent 
approximativement  le  même.  Au  contraire  ils  ont  trouvé 
que  c  différait  un  peu  pour  les  différents  gaz,  à  savoir 
0,45    pour  l'air   atmosphérique,   0,315    pour    l'hydrogène, 
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0,517  pour  l'acide  carbonique  et  0,501  pour  l'éthylène, 
tandis  que  la  formule  théorique  donne  c  =  0,5  pour 
tous  les  gaz.  Si  l'on  tient  compte  des  erreurs  commises 
par  ces  observateurs  à  cause  de  leurs  connaissances  in- 
complètes des  lois  de  la  conductibilité  calorifique  des  gaz 
très  raréfiés,  on  doit  sur  ce  point  encore  considérer  la 
concordance  comme  satisfaisante. 

De  plus  on  a  trouvé  que  les  valeurs  de  la  constante 
m  étaient  pour  l'air,  l'hydrogène,  l'acide  carbonique  et 
l'éthylène,  proportionnelles  à  1:3,46:0,956:1,33,  tandis 
que  les  rapports  correspondants  déduits  de  (8)  sont 
1 :  2,46  :  0,85  :  1,07.  Mais  la  remarque  faite  ci-dessus  est 
aussi  valable  ici.  Par  exemple,  on  trouvera,  si  l'on  se 
sert  de  la  correction  pour  l'hydrogène  indiquée  par 
Stephan  (Berichte  der  Wien.  Acad.,  t.  79,  IT,  1879)  que 
le  nombre  3,46  doit  être  remplacé  par  3,11 ,  nombre  qui 
déjà  est  considérablement  plus  proche  de  la  valeur  cal- 
culée 2,46. 

Enfin  Dulong  et  Petit  ont  encore  trouvé  que  m 
était  indépendant  de  la  température  absolue,  ce  qui  con- 
corde aussi  passablement  avec  (8)  ;  car  on  reconnaîtra, 
si  l'on  introduit  les  coefficients  de  température  de  k,  rj 
et  c  trouvés  par  Winkelmann ,  Obermayer  et  E.  Wiede- 
mann  (voir  „Theorie  der  Gase"  de  0.  E.  Meyer,  1877, 
p.  101  et  201)  que  les  coefficients  de  (8)  ne  varieront 
que  faiblement  par  la  variation  de  la  température  ab- 
solue (l'air  atmosphérique  et  l'hydrogène  —0,14,  l'acide 
carbonique  —0,04,    l'éthylène  0,13  pour  cent  pour  1°  G.). 

L'évaluation  numérique  de  N  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (8)  rend  nécessaire  une  intégration  de  l'équation  (7). 

1 
On  pose   x'  =  log—    -,    et   on   développe    #'   et    w'   en 
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séries    suivant    jes    puissances    c  oissantes    de  y,    savoir 


»>--        i  +  ^y  +  Jjf 


IV 


<*iy+a*y  • 


Les  séries  doivent  satisfaire  aux  équations  différen- 
tielles et  aux  conditions  limites 

■V  ==   1     et    w'  =  0  pour  y  =  0, 
.'/    =  0     et   tv'  =  0  pour  */  =  1 . 

En    tenant   compte  successivement    des    termes    des 
ton  Durs  en  nombre  croissant,  j'ai  trouvé  les  valeurs 
sui  rai    '•   de  b  : 

NOTE  10.         —  1,       —0,6667,       —0,5902,       —0,5642,       —0,5539    ...*, 

érie  qui  converge  avec  grande  approximation  vers  —0,548. 
Mais  on  a 


W 

ôx' 

x'=0 

py. 

Par  conséquent,  on  aura 

N  = 

=   0,548 

-N. 


Pour  l'air  atmosphérique   à  la  pression   ordinaire  à 
0°  on  a  de  plus,  avec  les  unités  admises, 

g   =   981,       p   =   0,001294,       Y]   =   0,00019,       k   =   0,00005, 

C   =   0,238 

par  où  l'on  obtient 

L  =  0,000096  H~  *#0*. 

Par  des  expériences  dont  j'omets  ici  les  particularités, 

j'ai  trouvé  pour  une  plaque  carré  de  laiton,   de  llcm  de 

côté, 

L   =   0,000125  R—  *  &Jï  . 
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Gomme  le  coefficient  va    décroître  pour  une  plaq 
infiniment  large,    on   doit  aussi  ici  considérer  la  concor- 
dance  des   coefficients   observé   et   calculé   comme   asst 
satisfaisante. 

Par  conséquent,  si  nous  égalons  l'exposant  b  de  la 
formule  de  Dulong  et  Petit  à  f,  et  si  de  plus  nous 
prenons  comme  point  de  départ  la  formule  de  la  perte 
de  chaleur  par  rayonnement,  sans  doute  plus  admissible, 
introduite  par  Stephan,  la  vitesse  de  refroidissement  d'un 
corps  suspendu  dans  l'air  libre  sera  déterminée  par 

-?J=  —  (T>-T^  +  ^{T-Toy,  (9) 

et         me  v  '      me v  °  v  ' 

où  T  et  T  sont  les  températures  du  corps  et  du  milieu 
ambiant  comptées  à  partir  du  zéro  absolu,  m  la  masse 
du  corps,  c  sa  chaleur  spécifique,  q  sa  surface  et  a  et  / 
des  coefficients  constants. 

Pour  des  échauffements  plus  faibles  on  peut  ad- 
mettre que  le  rayonnement  est  proportionnel  à  T—  T0  =  #, 
et  la  formule  se  réduira  alors  à 

-J-M(l+^),  (10) 

où  h  et  Tj  sont  des  constantes.  Si  l'on  pose  #  =  #o  pour 
t  =  0,  on  en  déduira 

f  =  r1^-.         •  (11) 

Pour  donner  un  exemple  de  l'utilité  de  cette  for- 
mule, je  citerai  une  expérience  faite  avec  un  cylindre  de 
laiton  vernissé  et  rempli  de  mercure.  La  longueur  du 
cylindre,  qui  était  suspendu  horizontalement,  était  15cra,85 


286 


et  son  diamètre  3cm,82.  Sa  température  a  été  lue  sur 
un  thermomètre  divisé  en  dixièmes  de  degré.  On  a 
trouvé 

ë  =   12°,9,       9°,9,       6°,9,       2C,4,       1°,4, 
t  =     0,  49G,      1207,      3473,      4733  sec, 

*(calc.)  =     0,  499,      1208,      3470,     4733. 

Les  valeurs  calculées  de  t  correspondent  kh  =  0,0002463 
et  7]  =  0,63. 

On  peut  encore  réduire  la  formule  de  la  vitesse  de 
refroidissement,  lorsque  la  quantité  de  chaleur  perdue 
par  rayonnement  ne  constitue  qu'une  petite  partie  de  la 
perte  totale  de  chaleur,  car  on  obtiendra  dans  ce  cas 

-Jt  =  l»h,  (12) 

formule  dans  laquelle  n'entre  qu'une  constante  /.  On 
en  peut  déduire 

'-*(#""* -#.""*)•  (13) 

Cette  formule  peut  d'abord  être  appliquée  à  des 
corps  petits,  terminés  par  des  surfaces  métalliques.  Gomme 
exemple  de  l'influence  qu'exerce  la  grandeur  du  corps 
sur  le  coefficient  de  la  conduction  calorifique  extérieure, 
je  citerai  les  résultats  suivants  de  mes  expériences.  On 
peut  en  même  temps  y  trouver  une  explication  des 
grands  écarts  qui  existent  entre  les  déterminations  de  ce 
coefficient  faites  par  différents  observateurs. 

Les  expériences  sont  exécutées  en  partie  avec  des 
thermomètres,  en  partie  avec  des  éléments  thermoélec- 
triques. Le  calcul  a  été  exécuté  de  manière  à  déter- 
miner d'abord  t,   soit  par  la  formule  (11)  soit  par  (13), 
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dT 
puis    à    calculer     -~-  pour  la  moyenne  T  des  plus  haute 

et  plus  basse  températures  observées.  Enfin  on  a  éli- 
miné au  moyen  de  l'équation  (9)  la  partie  de  la  perte 
de  chaleur  due  au  rayonnement.  Gomme  point  de 
départ,  je  me  suis  servi  de  la  valeur  du  coefficient  d'émis- 
sion du  verre  a,  trouvée  par  Graetz,  g  =  1,085  •  10~12  (Wied. 
Ann.,  t.  11,  p.  913)  j'ai  déterminé  par  des  expériences  com- 
paratives le  rayonnement  des  autres  surfaces  employées 
par  rapport  au  verre.  Si  l'on  prend  le  coefficient  d'émis- 
sion de  celui-ci  comme  unité,  le  coefficient  du  laiton  vernissé 
est  d'après  ces  expériences  égal  à  0,79,  celui  du  laiton 
poli  égal  à  0,n.  Pour  toutes  les  surfaces  complètement 
métalliques  et  polies,  on  a  trouvé  presque  le  même  coef- 
ficient; l'antimoine  et  le  bismuth  sont  pourtant  des  ex- 
ceptions remarquables,  car  ils  émettent  une  quantité  de 
chaleur  trois  à  quatre  fois  plus  grande  que  les  autres 
métaux.  En  ce  qui  concerne  la  barre  d'antimoine,  on 
peut  peut-être  trouver  une  explication  dans  sa  surface 
poreuse,  mais  la  brunissure  de  la  barre  de  bismuth  n'était 
pas  sensiblement  différente  de  celle  des  autres  barres. 

Par  ces  expériences  j'ai  trouvé  les  valeurs  suivantes 
du  coefficient  À  (équation  (9))  de  conduction  extérieure: 

Pour  des  cylindres  suspendus  horizontalement: 

1.  Diamètre  3cm,82,     longueur  15cm,85,     À  =  0,000069, 

2.  Diamètre  lcm,5,      longueur  23cm,8,      À  =  0,000090, 

3.  Diamètre  0cm,46,     longueur  80cm,o,      X  =  0,000166. 

Pour  des  sphères: 

1.  Diamètre  10cm,64  À  =  0,000055, 

2.  Diamètre    4cm,74  X  =  0,000074 . 

Gomme  je  n'avais  en  vue  que  de  constater  la  grande 


influence  de  la  dimension  des  corps  sur  le  coefficient  X, 
je  n'ai  pas  poussé  ces  expériences  plus  loin. 

Les  deux  sphères  étaient  creuses  et  les  expériences 
ont  été  faites  tant  avec  les  sphères  vides  qu'avec  les 
sphères  remplies  de  mercure.  De  même,  j'ai  fait  des 
expériences  avec  un  fragment  d'une  barre  de  laiton, 
long  de  6cm,  et  je  les  ai  répétées  après  avoir  creusé  le 
fragment  et  après  l'avoir  fermé  avec  un  bouchon  de 
laiton.  Bien  qu'on  ait,  de  cette  manière,  obtenu  des 
vitesses  de  refroidissement  très  différentes,  la  surface 
étant  la  même,  je  n'ai  pu  apprécier  aucune  variation 
dans  la  conduction  calorifique  extérieure.  Ce  résultat 
est  important  pour  toutes  les  expériences  sur  la  conduc- 
tion intérieure  des  métaux,  car  on  suppose  toujours  que 
la  perte  de  chaleur  à  l'extérieur  est  la  même  à  la  même 
température,  que  la  température  du  corps  chauffé  soit 
constante  ou  qu'elle  soit  variable.  Cette  question  ne 
peut  être  tranchée  que  par  l'expérience,  car  il  est  bien 
possible  théoriquement  que  la  vitesse  de  refroidissement 
influe  sur  la  conduction  extérieure.  On  peut,  par  ex- 
emple, imaginer  qu'un  corps  chauffé,  entouré  d'un  corps 
mauvais  conducteur,  soit  refroidi  tellement  vite,  par  ex- 
emple par  le  passage  d'un  courant  d'eau  froide  à  son 
intérieur,  qu'il  puisse  même  recevoir  de  la  chaleur  du 
milieu  extérieur,  que  précédemment  il  échauffait. 

Si  le  corps  se  trouvait  dans  l'air,  un  courant  d'air 
plus  fort  se  produirait  en  même  temps,  ce  qui  aurait 
l'effet  contraire. 

Après  avoir  achevé  ces  expériences  préliminaires, 
toutes  mes  barres,  à  l'exception  de  la  barre  de  magné- 
sium, furent  par  galvanisation  couvertes  d'une  couche  de 
nickel.     Gomme  malheureusement  la  barre  d'antimoine 
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s'était  brisée  lors  du  polissage  sur  le  tour,  et  comme  la 
barre  d'étain  était  devenue  trop  courte  par  les  expériences 
antérieures,  je  n'ai  retenu  que  neuf  barres  pour  les  ex- 
périences ultérieures. 

Ces  expériences  furent  exécutées  de  la  manière  sui- 
vante. Le  bout  de  la  barre  fut  placé  dans  le  même 
appareil  a  chauôer  qui,  antérieurement,  a  servi  à  déter- 
miner la  chaleur  spécifique.  L'appareil  était  rempli 
d'alcool,  et  on  a  toujours  maintenu  la  température  d'ébulli- 
iion  de  l'alcool.  La  barre  était  placée  en  position  hori- 
zontale à  peu  près  à  3  centimètres  au  dessus  de  la  table 
et  bien  abritée  par  des  écrans  contre  les  courants  d'air 
et  contre  le  rayonnement  de  l'appareil  à  chauffer.  Au 
bout  d'environ  cinq  heures,  quand  la  température  était 
devenue  stationnaire,  on  a  successivement  mesuré  la 
température  des  différents  trous  de  la  barre  avec  un 
seul  élément  thermoélectrique  composé  d'un  fil  d'argenton 
épais  de  0mm,2  et  d'un  fil  de  cuivre  épais  de  0mm,i.  Le 
procédé  était  donc  le  même  que  celui  dont  on  s'était 
servi  auparavant;  quand  on  intercalait  dans  le  circuit  du 
fil  à  mesure  une  résistance  de  112  u.  de  S.,  57mm,7 
correspondaient  à  la  température  ordinaire  à  1°  G.  Les 
bouts  des  fils  de  l'élément  thermoélectrique  étaient  dans 
ces  expériences  placés  l'un  à  côté  de  l'autre,  et  ils  étaient 
soudés  par  la  pointe.  Les  deux  fils  étaient  isolés  jusqu'à 
la  soudure,  et,  quand  l'élément  était  placé  dans  un  trou, 
la  soudure  se  trouvait  sur  l'axe  de  la  barre.  Une  petite 
goutte  d'huile  était  d'avance  introduite  dans  chaque  trou. 
Les  deux  autres  bouts  de  l'élément  étaient  en  relation 
avec  le  fil  conducteur  du  galvanomètre  et  le  fil  à  mesure, 
-  I    les  deux    communications  s'opéraient    au    moyen    de 

deux  verres  à  mercure  placés  sur  la  table. 

n.  î 
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Après  avoir  mesuré  les  températures  des  trous,  on 
a  ôté  la  barre  de  l'appareil  à  chauffer  et  elle  a  été 
chauffée  uniformément  à  une  température  considérable- 
ment plus  élevée  que  celle  à  laquelle  les  expériences 
suivantes  devaient  être  exécutées.  Quand  la  tempéra- 
ture de  la  barre  se  rapprocha  de  ce  point  pendant  le 
refroidissement  suivant,  la  barre,  qui  était  suspendue  en 
position  horizontale  au  moyen  de  deux  cordons  de  soie, 
fut  amenée  à  l'endroit  où  étaient  exécutées  les  premières 
mesures  et  où  tout  était  sans  changement,  sauf  que  la 
barre  était  à  présent  en  dehors  de  l'écran  de  l'appareil 
à  chauffer  et  que  l'ouverture  produite  par  là  dans  l'écran 
était  fermée.  Du  reste  la  lampe  sous  l'appareil  à  chauffer 
était  continuellement  allumée.  L'élément  thermoélectrique 
fut  introduit  dans  un  des  trous  de  la  barre  et  l'on  a 
observé  les  instants  où  la  température  passait  devant 
certains  points  fixes  du  fil  à  mesure. 

On  reconnaîtra  par  ce  qui  suit  que  la  formule  (13) 
à  une  seule  constante  suffit  complètement  au  calcul  de 
ces  expériences  sur  le  refroidissement.  Si  l'on  désigne 
la  température  indiquée  en  unités  du  fil  à  mesure  par 
w,  nous  aurons  donc  pour  ces  expériences  sur  le  refroi- 
dissement 

t  =-i(«-i_«-i),  (i4) 

tandis    que  l'équation   différentielle    correspondante    aux 
premières  expériences  à  température  stationnaire  devient 

m-lut>  (Io) 

où  comme  précédemment  a,  =  — .     La  constante  V  est 
à  la  constante  /  de  l'équation  précédente  comme  la  sur- 
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face    courbe    de   la   barre   est   à   sa  surface   totale,    par 
conséquent  V  :  l  =  1:11  — f-  ôtt  ) ,  si  c?  est  le  diamètre  de 

la  barre  et  L  sa  longueur. 

Les  trous  dont  on  a  mesuré  la  température  se  trou- 
vaient à  des  distances  de  lcm,  3cm,  5cm  ...  du  bout  libre 
de  la  barre.  Les  températures  mesurées  sont  désignées 
par  ul ,  u3 ,  u5  .... 

Concevons  que  la  barre  soit  allongée  juste  assez 
pour  que  sa  surface  courbe  soit  augmentée  de  l'aire  des 
surfaces  extrêmes,  et  qu'à  présent  les  surfaces  extrêmes 
soient  imperméables  à  la  chaleur:  la  perte  de  chaleur  à 
l'extérieur  sera  à  peu  près  la  même  que  précédemment. 
Si  cet  allongement  est  désigné  par  e,  on  aura  par  consé- 
quent £  =  \d  =  0,375,  puisque  d  =  lcm,5  pour  toutes 
les  barres.    Par  conséquent  nous  pouvons  admettre  que 

du 

— -  =  0  pour  x  =  — e, 

dx 

si  l'origine  du  système   de  coordonnées   est  situé  sur   la 
surface  extrême  de  la  barre  réelle. 

De  l'équation  (15)  on  peut  déduire 


et  puis 


du  f  4 

=  al\n*dx, 


dx 


re+l 

du 

,-~—aX    =    U2n+1 W>2n—i    ===    AU 

hn—  1 


r,2n+i  fè2n  +  i 

5 


$\u*dx--  \u*(%n—l-x)dx 


>2n—l 


*  NOTE  11. 


Si  l'on  remplace  les   dernières   intégrations   par   des 
sommations,  on  aura  avec  grande  approximation 

u2n+i  —  u2n+i  =  4a/'[s2„_i  +  ^(Mjn+1—  uln_)] 

19* 
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ou 


•^2«  —  1 


H* 


.  4_4,    «,  =  (!+*.)«,*. 


Si  Ton  pose  successivement  n  =  1,  2  ...  m  on  tirera 
de  là  par  sommation 


on 


Uvm+i  —  î^  =  4  a  V  S2m~i , 

S2m-i    =    •§!+  S.+  •  •  ■  +  S2m-i  +  ^  («2 


7,v-M 


M*). 


Je  citerai  dans  ce  qui  suit  les  quantités  observées 
par  les  expériences  et  je  montrerai  comme  exemple,  par 
les  expériences  faites  avec  la  barre  de  plomb,  de  quelle 
façon  j'ai  exécuté  le  calcul. 

Plomb. 

Température  du  local:  #  =  3°,1  G. 

Résistance  du  circuit  du  fil  a  mesure:    W=  112  u.  de  S. 

Longueur  de  la  barre:  L  =  23cm,7. 

1)  L'expérience  sur  réchauffement  à  température 
stationnaire  a  donné  les  températures  suivantes  corre- 
spondantes Mj,  U3  ... 

u  —  315,  324,  340,  364,  399,  439,  489,  558mm. 

Le  calcul  a  été  exécuté  d'après   le  tableau  suivant: 


u 

5 

S 

S 

4a/' 

t 

315 

1327 

1576 

1580 

0,0057 

3 

324 

1375 

2951 

4538 

0,0055 

5 

340 

1460 

4411 

8960 

0,0055 

7 

364 

1590 

6001 

14977 

0,0056 

9 

391) 

1783 

7784 

22780 

0,00544 

11 

439 

2009 

9793 

32597 

0,00534 

13 

489 

2300 

12093 

44724 

0.00543 

15 

558 

2712 

708 

130156 

0,005440 

29 


Q 


La  première  colonne  indique  en  centimètres  la  di- 
stance observée  du  trou  au  bout  de  la  barre.  Les  co- 
lonnes  suivantes  indiquent  u^  i/3  ...,  u* ,  wj  ...  et  la 

dernière  colonne  contient  les  quotients  -^ — l ,  -5  0    *  . . . 

qui  indiquent  les  valeurs  de  4  a/'  correspondantes  aux 
températures  successives  observées  w8,  w5.  La  valeur 
finale  de  cette  quantité  est  déterminée  par  le  quotient 

uA-u.  ...  u.. —  8w,  708  ... 

si+3s3+.::+sj  =  rsôîse  -  °'oo544°  =  4«r- 

2)  Dans  l'expérience  sur  le  refroidissement,  exécutée 
immédiatement  après,  on  a  trouvé  : 

u  =  eoo,  :»oo.  400,  30onim, 

t  =  U,        Îi4,    204,   463  sec, 
*  (cale)  =  0.        114,   261,   463  sec-. 

Le  calcul  de  t  est  fait  au  moyen  de  l'équation  (14), 
où  l  =  0,0003304.    A  cette  valeur  correspond  /'  =  0,0093203  ; 

,  0,005440  .,,        ,    .f.ri 

par  conséquent  on  aura  4a  =  —-    =  16,98  a  10  G. 

r  H  0,0003203 

environ. 

Les  expériences  exécutées  d'après  la  première  mé- 
thode ont  donné  4a  =  16,84  à  19°  G.  environ. 

Laiton  (rouge)  #  =  2°,2,    W  =  62  u.  de  S.    L  =  23,8. 

1)  u  =  366,  372,  378,  386,  400,  419.  438,  461mm, 
d'où   4a/'  =  O,ooi974. 

2)  u  =  600,  500,  400,  300mm, 

t  =  0,       237,  549,  971  sec, 
*  (cale)  =  O,      239,  547,  970  sec. 

I   =  0,0001576,      V   =   0,0001528,      4a    =    12,92     à     16°   G. 

(d'après  les  expériences  précédentes  12,05  à  21°). 
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Argenton.     #  =  2°,9,    W  =  62  u.  de  S.  L  =  23,8. 

1)  tt  =  361,  377,  396,  434,  488,  545,  635mm, 

*N0TE  12.  d'0Ù  ^aV   =   0,006836.* 

2)  u  =  600,   500,  400,   300mm, 

t  =  0,       237,   539,   955  sec, 
*  (cale.)  =  0,       236,   539,   956  sec. 

I  =  0,0001600,  r=  0,0001551,  4a  =  44,07  à  17°  (d'après 
les  expériences  précédentes  42,80  à  19°). 

Cadmium.     #  =  3°,4,   W  =  62  u.  de  S.  L  =  23,8. 

1)  u  =  368,  372,  380,  392,  409,  429,  454, 

*  note  13.  d'où  4a/'  =  0,002272.* 

2)  u  =  600,  500,  400,  350,  300,  250,  200, 

t  =  0,       138,  326,  439,  578,  743,  961, 
*(calc.)  =  0,       142,  325,  439,  576,  745,  962. 

I  =  0,0002656,  £'  =  0,0002675,  4a  =  8,82  à  17°  (d'après 
les  expériences  précédentes  8,927  à  24°). 

Cuivre.     #  =  4°,3 ,   W  =  62  u.  de  S.    L  =  23,8. 

1)  w  =  331,  331,  333,  337,  342,  347,  352,  359, 

*  NOTE  14.  d'où   iaV  =   0,000656.* 

2)  u  =  600,  500,  400,  350,  300,  250. 

*  =  0,       251,  592,  805,   1047,  1358, 
«(cale.)  =  0,       259,  592,  801,  1050,  1358, 

l  =  0,0001456,  V  =  0,0001412,  4a  =  4,65  à  16°  (d'après 
les  expériences  précédentes  4,43  à  19°) 

Laiton  (jaune).    »  =  3°,2,  TT==  62  u.  de  S.   L  =  25,2. 
1)  M  =  341,  345,  353,  365,  380,  400,  424,  450 
d'où  4  a/'  =  0,002420. 
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2)  u  =  600,  500,  400,  300, 

t  =      0,  237,  538,  962, 

*(ca1c.)  =       0,  236,  539,  956, 

/  =  0,0001600,  /'  =  0,0001553,  4«  ==  15,58  à  17°  (d'après 
les  expériences  précédentes  13,73  à  20°). 

Bismuth.     #  =  1°,6,    W  =  112u.de  S.    L  =  21,4. 

1)  w  =  127,   138,   163,  202,  255,  329,  439, 
d'où  kaV  =  0,02323. 

2)  u  =  500,  400,  300,  250,  200, 
t  =      0,  130,  317,  442,  601, 

*(calc.)  =      0,  134,  318,  442,  601, 

l  =  0,0003624,  V  =  0,0003501,  4  a  =  66,35  à  7°  (d'après 
les  expériences  précédentes  69, 10  à  0°). 

Fer.     &  =  4° ,   W  =  62  u.  de  S.     L  =  23,7. 

1)  u  =  348,  354,  364,  378,  396*,  418,  444,5*,  476, 

d'où  4a/'   =   0,002793. 

2)  u  =  450,  400,  350,  297, 

t  =      0,   184,  409,  677, 
t  (cale.)  =       0,  185,  402,  678 , 

l  =  0,0001400,  V  =  0,0001357,  4«  ==  20.58  à  18°  (d'après 
les  expériences  précédentes  20,24  à  19°). 

Des  valeurs  de  V  trouvées  pour  les  différentes  barres 

par  les   expériences   sur   le   refroidissement   on    tire,    en 

cl 
multipliant  par^cd,   où  cl  est  le  diamètre  de  la  barre, 

c  sa  chaleur  spécifique,  iï  son  poids  spécifique,  la  quan- 

*  Ces  deux  températures  des  deux   trous   ne   sont  pas  observées 
à  cause  du  bouchage  des  trous,  mais  calculées  par  interpolation. 
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tité  de  chaleur  correspondante   à   u  =   1    qui   est   cédée 
aux  environs  par  seconde,  et  par  centimètre  carré. 

Si  la  température  du  corps  dépasse  de  1°  G.  celle 
des    environs,    cette    quantité    de    chaleur    sera   égale   à 

l'-Tcd-57,1*   pour   W  =   112   u.  de  S.  et   V  CT  cd  -31,94* 
4  4 

pour   W  =  62  u.  de  S. 

Les  coefficients  de  la  perte  extérieure  de  chaleur 
calculés  de  cette  manière  sont  pour  les  différents,  métaux 
nickelés  rangés  par  ordre  de  grandeur: 

Plomb 0,000114,  Bismuth 0,000106, 

Cadmium 0,000111,  Laiton  (rouge)    .  .  0,000103, 

Aluminium    ....  0,000109,  Laiton  (jaune)    .  .  0,oooioo, 

Étain 0,000109,  Cuivre 0,000100, 

Argenton    0,000107,  Fer 0,oooc99. 

La  concordance  de  ces  nombres  doit  être  considérée 
comme  satisfaisante,  en  partie  parce  que  les  expériences 
h<-  sont  pas  faites  dans  des  conditions  extérieures  com- 
plètement identiques,  en  partie  parce  que  les  surfaces 
nickelées  n'étaient  pas  tout  à  fait  les  mêmes. 

La  barre  de  plomb,  par  exemple,  avait  évidemment 
la  plus  mauvaise  brunissure.  Avant  tout  les  résultats 
font  voir  que  les  coefficients  ne  sont  pas  rangés  d'après 
les  vitesses  de  refroidissement  des  barres,  car  par  ex- 
emple la  barre  de  bismuth,  qui  a  la  plus  grande  vite 
de  refroidissement,  est  ici  placée  au  milieu  de  la  série; 
et  ces  expériences  donnent  une  confirmation  du  fait  que 
la  vitesse  de  refroidissement  elle-même  n'influe  pas  sen- 
siblement sur  la  conduction  extérieure  de  chaleur. 

En  ce  qui  concerne  la  détermination  de  a  et  par 
là  de  la  conductibilité  calorifique  des  métaux,  je  cori!  idère 
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la  concordance  avec  les  expériences  antérieures  comme 
satisfaisante  pour  toutes  les  barres ,  à  l'exception  de 
Tune  des  barres  de  laiton.  Je  considère  pourtant  la 
première  méthode  comme  la  plus  exacte  pour  toutes  les 
barres,  à  l'exception  de  la  barre  de  bismuth  pour  la- 
quelle les  résultats  trouvés  ont  rendu  nécessaire  une 
correction,  qui,  d'après  le  calcul,  devait  diminuer  la  valeur 
trouvée  pour  a  de  10  pour  cent  environ. 

Comme  les  dernières  expériences  ne  donnent  pour- 
tant qu'une  valeur  inférieure  de  4  pour  cent,  je  crois 
que  la  correction  ne  doit  pas  être  plus  grande. 

Le  tableau  ci -dessous  indique  les  conductibilités 
calorifiques  et  électriques  trouvées  par  la  première  méthode  ; 
la  conductibilité  calorifique  du  bismuth  est  toutefois  aug- 
mentée de  4  pour  cent. 


Cuivre.  .  .  . 
Magnésium  . 
Aluminium  . 
Laiton  (rouge] 
Cadmium  .  . 
Laiton  (jaune] 

Fer 

Étain  .... 
Plomb.  .  .  . 
Argenton  .  . 
Antimoine  . 
Bismuth    .  . 


le. 


.  105 


*«•  105 


0,7198 
0,3760 
0,3435 
0,2460 
0,2200 
0,2041 
0,1665 
0,1528 
0,0836 
0,0700 
0,0442 
0,0177 


100  .       c 


0,7226 

45,74 

33,82 

1574 

0,3760 

24,47 

17,50 

1537 

0,3619 

22,46 

17,31 

1529 

0,2827 

15,75 

13,31 

1562 

0,2045 

14,41 

10,18 

1527 

0,2540 

12,62 

11,00 

1617 

0,1627 

10,37 

6,628 

1605 

0,1423 

9,346 

6,524 

1635 

0,0764 

5,141 

3,(502 

1627 

0,0887 

3,766 

3,632 

1858 

0,0396 

2,199 

1,522 

2011 

0,0164 

0,929 

0,630 

1900 

1,358 
1,398 
1,367 
1,360 
1,315 
1,428 
1,530 
1,334 
1,304 
1,314 
1,294 
1,372 


Si  l'on  compare  les  résultats  trouvés  ici  avec  les 
déterminations  faites  par  d'autres  observateurs  des  con- 
ductibilités calorifiques  des  métaux  en  mesures  absolues, 
on  constatera  de  grands  écarts.  Gela  ressort  précisément 
avec  évidence  de  la  comparaison  avec  les  plus  récentes 
mesures  de  Tait  (Trans.  Roy.  Soc.  of  Edinb.  1878,  p.  717) 
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et  de  H.  F.  Weber  (Monatsber.  der  Akad. ,  Berlin  1880, 
p.  457),  qui  tous  deux  ont  déterminé  aussi  la  conductibité 
électrique.  Weber  trouve,  par  exemple,  que  le  rapport 
des  conductibilités  calorifique  et  électrique  est  pour  le 
cuivre  à  0°  égale  à  2007  et  pour  le  bismuth  à  1288,  tandis 
que  j'ai  trouvé  pour  le  cuivre  1574  (d'après  la  seconde 
série  d'expériences  1500)  et  pour  le  bismuth  1900.  Ce- 
pendant comme  ces  deux  observateurs  ont  déclaré  que 
leurs  résultats  n'étaient  que  provisoires,  je  ne  rechercherai 
pas  ici  les  causes  de  ces  écarts. 
Du  tableau  ci-dessus  résulte: 

1)  Une  confirmation  de  la  loi  de  Wiedemann  et 
Franz,  en  ce  qui  concerne  les  métaux  assez  bon  con- 
ducteurs, car  le  rapport  des  conductibilités  calorifique  et 
électrique  est  ici  à  peu  près  constant  tant  à  0°  qu'à  100°. 
Pour  les  métaux  relativement  mauvais  conducteurs,  ce 
rapport  croît  beaucoup,  lorsque  la  conductibilité  décroît, 
de  sorte  qu'ils  servent  de  cette  manière  de  transition 
aux  corps  non  métalliques,  où,  comme  on  sait,  la  con- 
ductibilité calorifique  ne  diminue  pas,  beaucoup  s'en 
faut,  autant  que  la  conductibilité  électrique.  La  cause 
peut  en  être  dans  leur  plus  grande  transparence  et  leur 
plus  grand  pouvoir  émissif  ;  et ,  en  ce  qui  concerne 
le  dernier  point,  il  faut  bien  remarquer  que  tant  l'anti- 
moine que  le  bismuth  se  signalent  tous  deux  par  des 
pouvoirs  émissifs  remarquablement  grands.  Du  reste,  il 
est  bien  possible  que  les  forces  thermoélectriques  fort 
prononcées  du  laiton,  de  l'antimoine  et  du  bismuth  con- 
tribuent à  une  plus  facile  propagation  de  la  chaleur. 

k      k 

2)  Le  rapport  -1-  :  — °  est,  peu  s'en  faut,  le  même  pour 

y        y 

*100       *0 

tous  les  métaux,  à  l'exception  du  fer,  et  à  peu  près  égal 
au   rapport    1,367   des   températures   absolues   correspon- 
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dantes  à  100°  et  0°.     On   aura   par  conséquent,    si   les 
conductibilités    à    la   température  T  sont   désignées    par 

k  et  x: 

k 

-  =  Tx  constante. 

x 

Cette  loi  est,  à  ce  qu'il  me  semble,  valable  d'une 
façon  plus  générale  que  la  précédente,  car  l'argenton, 
l'antimoine  et  le  bismuth  se  comportent  par  rapport  à 
elle  comme  les  autres  métaux.  Très  étonnant  est  le 
grand  accroissement  de  la  conductibilité  calorifique  par 
l'élévation  de  la  température  dans  les  alliages,  comme  le 
laiton  et  l'argenton,  en  même  temps  que  la  variation  de 
la  conductibilité  électrique  est  tout  à  fait  irrégulière,  car 
son  décroissement  est  beaucoup  plus  petit  que  chez  les 
autres  métaux.  Il  en  est  de  même  à  un  moindre  degré 
pour  l'aluminium. 

J'ai  déjà,  en  1872,  dans  les  Vidensk.  Selsk.  Overs. 
(Détermination  du  degré  de  chaleur  en  mesures  absolues, 
p.  54)  énoncé  cette  suppositiou  : 

„Le  rapport  de  la  conductibilité  calorifique  d'un 
métal  pur  à  sa  conductibilité  électrique  est  proportionnel 
à  la  température  comptée  du  zéro  absolu".  L'admissi- 
bilité de  cette  supposition  est  donc  confirmée  et  les  ex- 
périences ont  fait  ressortir  que  la  loi  peut  être  étendue 
aux  alliages.  En  ce  qui"  concerne  ses  conséquences,  je 
ne  peux  que  renvoyer  au  mémoire  cité;  il  faut  pourtant 
remarquer  que  la  valeur  du  rapport  des  deux  conduc- 
tibilités déterminée  par  les  observations  connues  jusqu'- 
alors était  trop  grande. 

Il  ne  sera  peut-être  pas  dépourvu  d'intérêt  de 
chercher  à  faire  un  pas  en  avant  dans  la  théorie. 

Imaginons  qu'on   fasse   l'expérience  suivante:   qu'un 
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fil  de  métal  soit  coupé  en  un  grand  nombre  de  petits 
fragments  de  même  longueur  /,  et  qu'un  autre  fil  de 
métal  soit  aussi  coupé  en  fragments  d'une  autre  longueur 
V  ;  que  ces  pièces  soient  soudées  alternativement  et  qu'elles 
soient  intercalées  dans  un  circuit  électrique. 

Par  l'effet  du  courant  il  se  produira,  d'une  part  un 
développement  de  chaleur  dans  le  fil  total,  d'autre  part 
un  développement  de  chaleur  dans  une  moitié  des  sou- 
dures et  une  absorption  de  chaleur  dans  l'autre.  Soient 
To  la  température  stationnaire  finale  des  premières  sou- 
dures, T[  celle  des  dernières. 

Dans  les  soudures  se  produisent  de  plus  des  forces 
thermoélectriques  qui,  d'après  la  théorie  mécanique  de 
la  chaleur,  peuvent  être  exprimées  exactement  par  —El\ 
et  ET[,  où  E  est  une  constante,  si  l'on  suppose  pour 
les  deux  métaux  qu'aucune  différence  thermoélectrique 
ne  préexiste  entre  deux  points  du  même  métal  chauffés 
à  des  températures  différentes.  Par  le  passage  du  cou- 
rant électrique  par  deux  soudures  successives  le  potentiel 
électrique  sera  donc  diminué  de  E(TQ — T'o).  De  plus 
la  résistance  de  conduction  des  deux  fragments  de  fil 
mêmes  diminuera  le  potentiel  ;  mais  on  peut  supposer 
les  fragments  de  fil  tellement  courts  que  cette  perte 
soit  négligeable. 

Dans  les  mêmes  hypothèses  les  températures  T  et 
T'  d'un  point  de  l'un  des  fragments  1  ou  V  peuvent 
être  exprimées  par 

T  =   T0  +  ax  +  bx*,     T'  =  T[-+-a'x  +  Vx\ 

x  étant  compté  de  la  soudure  la  plus  proche  à  gauche 
du  fragment  considéré.  Les  constantes  doivent  satisfaire 
aux  équations 
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T[ 


T0  +  al  +  bl\      T0  =   r0  +  a'l'  +  b'l'\ 


car  l'extrémité  d'un  fragment   doit  avoir  la   môme  tem- 
pérature  que  l'origine  du  suivant. 

IV  plus  les  soudures  rendront  la  même  quantité  de 
chaleur  qu'elles  reçoivent.  Les  soudures  doivent,  d'après 
la  théorie1  mécanique  de  la  chaleur,  recevoir  par  le  pas- 
sage du  courant  une  quantité  de  chaleur  égale  à  AiET0 
et  — AiETo.  si  A  est  l'équivalent  calorifique  du  travail 
et  i  l'intensité  du  courant.  Soient  de  plus  k  et  k'  les 
conductibilités  calorifiques  c\^>  deux  fragments  de  fil,  q 
leur  section  droite;  on  aura 


AiET0     -    -kq 
-Ai  ET  =  —  k'q 


r 


ex 


+  k'q 


l  T' 

(  x 


ÔT 

ex 


k 


ï=0 


x  =  l 

ÔT 

A 

ex 


x=l 


En  retranchant  ces  deux  équations  et  introduisant 
les  valeurs  de  T  et  T'  indiquées  ci-dessus,  on  obtiendra, 
après  avoir  éliminé  a,  h,  a',  // 

AiE(T0  +  r0)  -  iq(T,-13(ï+$ 

La  perte  de  potentiel  produite  par  le  passage  du 
courant  par  deux  soudures  successives  sera  donc 

T 


E{T~Vo)  =  AiE" 


k  ,   k^  ' 


±-j: — -    est   la   température  moyenne  des  sou- 


T  =     *T    9    est  1; 
dures. 

On  reconnaît  par  là  que  les  forces  thermoélectriques 
prises  séparément  produiront  une  résistance  qui  dépendra 
des  lois  ordinaires  de  la  résistance   de   conduction   élec- 
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trique,  car  cette  résistance  produirait  la  perte  de  poten- 

tiei  i  — {—  ,    si    Ton    désigne    la    conductibilité    électrique 
qx  ^ 

apparente  du  fil   par   x.     Le   fil   se   comportera   dans   le 
cas  en  question  comme  si  la  conductibilité  était 


AE2T 

Nous  nous  représenterons  de  plus  que  le  même  fil 
était  chauffe  à  l'un  de  ses  bouts  et  refroidi  à  l'autre, 
sans  être  parcouru  par  aucun  courant,  et  qu'il  était  du 
reste  entouré  de  corps  complètement  isolants  pour  la 
chaleur.  On  aura  alors ,  si ,  les  températures  de  trois 
soudures  successives  sont  T  ,  T,,  T 

0  '  1  '  2 

T  —  T         -T  —  T 

V  l  +  l'   ' 

où  k  désigne  la  conductibilité  calorifique  qu'on  devrait 
attribuer  au  fil,  s'il  était  considéré  comme  un  conduc- 
teur homogène.     Il  s'ensuit  que 

T  l+l'  k  AE2T 

k    =  ^ — rr       et 


|    l         x      /k    kf\/i^r_ 
k^k'  [l  '  j)\k  '  F 

La  dernière  équation  fournit  donc  le  rapport  que 
donneraient  les  expériences  pour  les  conductibilités  ap- 
parentes, calorifique  et  électrique,  du  fil  considéré. 

L'intérieur  d'un  corps  quelconque  est  toujours  dis- 
continu. Il  y  a  des  surfaces  limites  intérieures  où  l'on 
doit  supposer  la  production  de  forces  thermoélectriques, 
ou,  d'après  une  manière  plus  moderne  d'envisager  les 
phénomènes,    de   couches   électriques  doubles.     Un  cou- 
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rant  électrique  produira  donc  par  son  passage  dans  un 
tel  corps  les  mêmes  résultats  que  dans  les  expériences 
fictives  décrites  ci-dessus.  Une  résistance  de  conduction 
électrique  proprement  dite  ne  sera,  ici  comme  là,  d'au- 
cune conséquence  en  comparaison  de  la  résistance  pro- 
duite par  le  passage  par  les  couches  électriques  doubles 
et  l'on  n'aura,  à  vrai  dire,  aucune  raison  d'admettre 
qu'il  existe  aucune  autre  résistance.  L'électricité  se 
mouvra  donc  librement  sans  perte  de  potentiel  le  long 
d'une  couche  double  et  une  variation  de  potentiel  ne  se 
produira  que  par  le  passage  de  l'électricité  par  une  telle 
couche. 

De  plus  on  n'aura  pas  de  raison  pour  admettre  une 
conduction  calorifique  proprement  dite,  car  toutes  les 
différences  de  température  seront  réparties  par  des  cou- 
rants électriques  locaux.  De  même  que  la  chaleur  se 
propage  comme  chaleur  rayonnante  par  des  courants 
locaux  alternatifs  de  la  même  espèce  que  les  courants 
produits  par  la  décharge  d'une  bouteille  de  Leyde  par 
un  fil  de  métal ,  de  même  la  chaleur  se  propage  par 
conduction  par  des  courants  locaux  de  la  même  espèce 
que  les  courants  produits  par  la  décharge  d'une  pile 
galvanique. 

Imaginons  qu'une  ligne  traverse  un  corps  et  que 
cette  ligne  coupe  trois  couches  successives#  Soient  A, 
B,  C  les  points-  d'intersection  et  l  et  V  les  distances  de 
A  à  B  et  de  B  à  C.  Soit  To'  la  température  de  A  et 
de  C,  To  la  température  de  B.  A  cause  des  différences 
de  température  des  circuits,  des  courants  locaux  se  pro- 
duiront, qui  vraisemblablement  amèneront  en  moyenne 
des  quantités  égales  de  chaleur  de  B  à  A  et  de  B  à  C. 
Si  l'on  suppose  que  ce   transport  de  chaleur  est  produit 
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par  la  conduction  calorifique  et  si  Ton  désigne  la  con- 
ductibilité entre  A  et  B  par  k,  entre  B  et  C  par  k\  les 
quantités    de    chaleur    transportées   de   B   à   .1   ou   à   C 

rp  rp>  rp  rpt 

seront  proportionnelles  à  k  — — — -  et  k'  —~ — - .     Si  ces 

quantités  sont  égales  d'après  notre  raisonnement  ci-dessus, 

on  aura 

k_      y 

l  ~  V 

Par  là  l'expression  trouvée  ci-dessus  du  rapport  des 
conductibilités  calorifique  et  électrique  se  réduira  à 


k 


©"* 


Ce  rapport  est  donc  proportionnel  à  la  température 
absolue  du  corps,  ce  qui  concorde  avec  les  résultats  des 
expériences.  Ces  expériences  ont  de  plus  fait  ressortir 
que  ce  rapport  est  le  même  pour  tous  les  métaux  assez 
bons  conducteurs,  d'où  l'on  déduit  que  E  a  la  même 
valeur  pour  tous  ces  métaux.  Le  calcul  numérique 
donne  E  =  30400.  La  différence  potentielle  ET,  que 
nous  nommerons  la  différence  potentielle  moléculaire, 
devient  d'après  ces  suppositions  par  exemple  23  fois 
plus  grande  que  celle  qui  est  produite  par  le  contact  du 
cuivre  et  du  laiton. 

Gomme  l'expérience  montre  que  la  différence  poten- 
tielle moléculaire  est  la  même  pour  les  différents  corps 
et  proportionnelle  à  la  température  absolue,  il  est  naturel 
de  considérer  cette  différence  potentielle  comme  iden- 
tique avec  la  température  absolue.  On  obtiendra  de 
cette  manière  une  mesure  absolue  des  degrés  de  chaleur, 
et  1°  G.  sera  égal  à  30400  unités  absolues. 
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J'ai,  dans  mon  mémoire  cité  ci-dessus,  appelé  l'attention 
sur  ce  fait  que  le  courant  électrique  produit  par  une 
différence- potentielle  Pl  —  Po  ne  peut  produire  qu'une 
certaine  différence  de  température.  Si  la  température 
du  corps  est  To  et  si  Tx  est  la  plus  haute  température 
à  laquelle  le  corps  puisse  être  amené  par  le  courant, 
on  aura,  si  l'on  introduit  la  mesure  absolue  proposée 
ci-dessus,  P1  —  Po  =  Tx  —  1\.  Par  conséquent,  si  la 
température  est  considérée  comme  une  différence  poten- 
tielle moléculaire,  on  pourra  dire  qu'un  corps  parcouru 
par  un  courant  électrique  ne  pourra  recevoir  de  ce  cou- 
rant nue  différence  potentielle  moléculaire  plus  grande 
que  celle;  qu'il  avait  auparavant,  augmentée  de  la  valeur 
numérique  de  la  plus  grande  différence  potentielle  élec- 
trique entre  deux  points  de  sa  surface. 

Si  Ton  admet  que  la  force  électromotrice  d'un  élé- 
ment de  Daniell  soit  égale  à  11. 107  imités  absolues,  la 
plus  grande   élévation   de   température   produite  par  un 

tel   élément  sera   de   même    11- 107  unités  absolues,    ou 

11. 107 

o,^n  =  3000°  C. 

30400 

Dans  mon  mémoire  antérieur,  j'avais  trouvé  un 
nombre  moindre,  savoir  3780°  G.  à  cause  des  obser- 
vations incomplètes  faites  jusqu'alors.  De  même  la  con- 
ception de  la  relation,  que  je  pensais  alors  avoir  trouvée 
entre  les  lois  de  l'électrolyse,  de  la  chaleur  spécifique  et 
des  conductibilités  électrique  et  calorifique  doit  être 
modifiée  pour  la  même  raison.  La  relation  véritable 
entre  ces  lois  est  la  suivante. 

Par    le    passage    d'une    unité    d'électricité    par    une 

N 
combinaison    binaire   sont   dégagés  ûp7û\  grammes    d'un 

métal,    si    N   est    le    poids   atomique    du    métal.     Pour 

II.  20 
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élever  de  1°  G.  la  température  de  N  grammes  d'un 
métal  il  faut  6,4  unités  de  chaleur  environ  ou  6,4-42- 106 
unités  d'énergie,  et  pour  élever  la  température  du  même 

poids   de    1    degré  absolu,    d'après   la   définition  admise 

6  4-42-106 
ci-dessus,  il  faut  — onTon —  ==  8800  unités  absolues  d'éner- 
gie. Il  faut  donc  J|  unités  d'énergie  pour  élever  la  tempé- 
rature de  la  masse  dégagée  de  métal  d'un  degré  absolu, 
tandis  qu'il  faut  une  unité  d'énergie  pour  augmenter 
le  potentiel  de  l'unité  d'électricité  elle-même  d'une  unité. 

Enfin  j'appellerai  l'attention  sur  le  lien  intime  qui 
existe  entre  la  conception  de  la  nature  de  la  résistance 
électrique  développée  ci-dessus,  d'après  laquelle  les  cou- 
rants électriques  peuvent  subsister  continuellement  dans 
l'intérieur  des  espaces  limités  sans  résistance  et  par  con- 
séquent sans  transport  d'énergie,  et  la  théorie  du  magné- 
tisme et  du  diamagnétisme,   dont  elle    est  le  fondement. 

De  tels  courants  électriques  représentent  une  certaine 
énergie  cinétique.  Si  nous  considérons,  par  exemple,  un 
conducteur  linéaire  fermé,  parfaitement  conducteur,  dont 
la  constante  d'induction  est  C,  et  si  nous  approchons  de 
ce  conducteur  un  pôle  magnétique  au  magnétisme  m, 
on  aura 

où  i  est  l'intensité  du  courant  induit  et  w  l'angle  solide 
du  cône,  dont  le  sommet  est  au  pôle  magnétique  et 
dont  la  surface  enveloppe  le  conducteur.  Par  conséquent 
si  aucun  courant  n'existait  au  commencement  et  que  par 
conséquent  w  =  0  correspondît  à  *  =  0,  on  aura  Cl-\-  mw  =  0. 
Le  travail  exécuté  par  le  mouvement  est 
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Sw 
midiv  =  \Ci2, 


ce  qui  détermine  l'énergie  représentée  par  le  courant. 

Si  nous  considérons  un  corps  à  conductibilité  par- 
faite, les  calculs  font  ressortir  que  des  forces  extérieures 
ne  pourront  produire  aucun  courant  à  l'intérieur  du 
corps,  mais  seulement  à  sa  surface.  La  conductibilité 
de  l'intérieur  ne  jouera  donc  aucun  rôle  et  les  courants 
électriques  ne  seront  donc,  comme  l'électricité  statique, 
que  des  phénomènes  superficiels  ou  des  phénomènes  qui 
n'existent  que  dans  les  surfaces  terminales  du  corps. 

Si  l'on  approche  un  aimant  d'un  tel  corps,  des 
courants  permanents  se  produiront  à  sa  surface  et  le 
corps  se  comportera  comme  un  corps  diamagnétique.  Si 
par  exemple  le  corps  a  la  forme  d'une  sphère  de  rayon 
r,  et  si  l'on  amène  un  pôle  magnétique  à  la  distance 
a  de  son  centre,  d'après  le  calcul  que  j'ai  fait,  le  mo- 
ment magnétique   M  des    courants   électriques    produits 


par  là  sera  représenté   par  M  =  -^-¥   et  l'énergie    cor- 

M2 

respondante  par  —3- . 

Gomme  résultat  du  développement  théorique  ressor- 
tira que  nous  trouverons  vraisemblablement  dans  l'in- 
térieur d'un  corps,  outre  les  mouvements  de  masse,  des 
couches  électriques  doubles  à  différence  de  potentiel  pro- 
portionelle  à  la  température  absolue  et  des  courants 
électriques,  comme  formes  différentes  de  l'énergie. 
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NOTES. 

NOTE  1.  Une  analyse  de  ce  mémoire  se  trouve 
dans  les  „Fortschritte  der  Physik",  t.  XXXVII,  Abtheilung 
1  u.  %  p.  840—845. 

NOTE  2.     On  a 

p  =  n — l 

S(«— \)l  nX-\-l  ^      7  ,»l         n+X 

dx    \f(x)dx  =    y    \dx\f \pl -\- x) dx . 
o  «/.r  ■^^^■^     «'o        v —  x 

p=i 

En  développant  ici  f(plJrx)  en  série  suivant  les 
puissances  de  x,  on  aura 

p  =  n— 1 


P  =  i 


■^'(iinpi)+^f"{pi)+-)- 


Or  on  peut,   avec   une  certaine  approximation,   ad- 
mettre que 

f({p+l)l)-Zf(pl)  +  f((p-l)l) 


f"(pl) 


r 


et  si   l'on   substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de  u, 
on  obtiendra 


i 

u 


-TffW  +  4  (f(nl)-f((n  - 1)  l)-f(t)  +f(o))  + 
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NOTE  3.     Gomme 

u  =  AexVV°+Be-rV^+Ce~^\ 


-Ai 


du 

ôx 


et  comme  —  =  0  pour  x  =  —\l,   on  peut  poser 


où  e  est  une  constante. 
Mais  comme 

on   aura    â  =  et,    ou  £  dépend  de  la  seule   consta 
l2bo.     De  même  ou  reconnaît  facilement  que 

2  =  smJr{<n—  \)Ce    ao  , 
où  m  dépend  de  la  seule   constante  J~bo.     De  plus  on  a 

\dx   \dxu2  =\dx   \dxe*[ey      2'     +e    v      2/     +2J 

+  2sCe   "°  \<te   Wx\«V      2/     -fe  V       2/      I 

ft^x  t>x 

-\-  C2e    ao  \dx  \dx 

b0  b0 

=  lVp  +  (n-l)FCze~  *  +%emCl2e~^ , 

où  p  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  bol2,  et 
où  le  dernier  terme  s'obtient  par  cette  considération 
qu'on  a  approximativement 

JJto  ^f(x)dx  -  ?2(Aîl0  +  A20+--- 

+  A(«-2)0+A(»-^0)- 


310 
Si  l'on  introduit  ici 

bn  S 


e   «o  L  = j-  , 

n—  J 


on  obtiendra 


Jo        J*  z     '        n  — 1        '  n  —  1 


m 


w2  \    ,  ,    /22'2 


n  —  1/  w  —  1 


P 


fi  —  1 

où        — = =*  f  est  fonction  de  f  è    seul, 

r  '  ° 

De  même  on  obtient 


\<faY^Y  =  b  *\dx   \dx\e  +e  -2/ 


Wn— l)l(*x+l 

=  s2A  =  J2t 
l 

où  —  =  g  est  fonction  de  bol2  seulement. 

NOTE  4.     Si  l'on  intègre  l'équation  (6)  en  considé- 
rant J  comme  constant,  on  obtiendra 

A 

où  C  est  une  constante.    Si  l'on  égale  ici  successivement 
21  à  2m,   —     y  m:zi ,    2m_i  on  obtiendra  par  soustraction 
y  v  y  _    \' 

^  ^m         -^m — 1  ^m     "  -^m — 1 


/         b  b    \    '  I         b  b  \  ' 


b  b 


—  t„,  t. 

l02'  - 


a  ,       e    a  m  -j-  e    a  m~1 


2 
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Si  l'on  développe  t  suivant  les  puissances  croissantes 
de  -  et  si  l'on  ne  conserve  que  les  deux  premiers  termes, 
on  obtiendra 


t—  g  g       ^         tm-i). 


On  a  de  plus 


52'  1    ô221 

2,+  ^(^-0+Y72^2  (tm-ty+ 


O  \i  -t      '">2  \> 

1  <932' 

Mais  comme  on  suppose  que  J  est  constant,  on  dé- 
duit de  l'équation  (6) 

ô22  6  (92      532  _    62  52 

5f  "â  5r     ~W  ~  a*Tt  ' 

Si  l'on  tient  compte  de  ces  valeurs    et  de   celle  qui 
a    été    trouvée    pour    t   et   si   l'on   ne   conserve   que   les 

termes  qui  coniiennent  -  à  la  seconde  puissance  au  plus, 


on  obtiendra 

y         v         

^m        ^->m — 1     — 

8  V 

ou  bien 

52           2m  ~ 

-  ^m — 1 

Ob  Zrn  T 


m       bm — i 


^   (tm       tm—\)  Il        ■  jq  ~   2\fm  —  £m— lj     ), 


(  1  +  ï2^(^""^-i)2+  ...  1 


m 


NOTE  5.     L  renz    n'indique   pas  comment  il  a  cal- 
culé la  tempérai  ;,  oyenne.     Vraisemblablement,  il  a, 
pour  chaque  série  d'observations,    pris  la  moyenne  des 
2',  qui  sont  indiqués  en   millimètres,  et  divisé  ce  nombre 
par   7-48   ou   7*58,5   correspondant   à   une  température 
voisine  de  0°  ou  de  100    et  W  =    102  u.  de  S.    Puis,  après 
avoir  de  cette  manière  obtenu   la   température  moyenne 
de    chaque   série    d'observations,    il   a   pris  la   moyenne 
des  différentes  séries  en  question,  en  attribuant  à  chaque 
série  un  poids   proportionnel   au   nombre   d'observations 
qu'elle  contient.    Quand   W  diffère  de  102  u.  de  S.,  quand 
il  est,    par   exemple,    égal   à   52  u.  de  S..    Lorenz   s'est 
vraisemblablement  servi   des  nombres  48. ^22   et   58,5*^ 
ou  lieu  de  48  et  ^^.     .Mais   cette  manière  de  procéder 
g1    acceptable   que    si   Ton  suppose  que  la  différence 
'i    ïlle   des   pôles   de  l'élément  de  Daniell  reste  tou- 
nstante,    et   que  les   éléments  thermoélectriques 
f  composés  de  fils  de   cuivre   et   d'argenton.     Quand 
sont  composés   de   fils   de  cuivre   et    de   fer,    comme 
da  .       s  séries  1,  2,  4,  Lorenz  n'indique  pas  quelle  lon- 
■     d     fil  à  mesure  correspond  à  1e  G.,    pour  un   W 
don:  «  . 

NOTE  6.     Mes  calculs  d<    n 

c    =   0,08974  ,      Ci     =   0,09524. 

0  00 

NOTE  7.     Mes  calculs  donnent 

C0   =   0,2468,      Cm  =   0.2532. 

La  moyenne  est  0,2500,  nombre  à  peu  près  identique 
au  nombre  donné  par  Lorenz. 
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NOTE  8.     Mes  calculs  donnent 

C0  =   0,05195,      Cm  =  0,05054, 

dont  la  moyenne  est  0,05125. 

NOTE  9.     Mes  calculs  donnent 

h 

ït  ==  M75- 

NOTE  10.  On  peut  sans  difficulté  obtenir  les  nom- 
bres qu'a  calculés  Lorenz,  si  l'on  prend  un  égal  nombre 
de  termes  dans  les  deux  séries;  mais  je  ne  sais  pas  com- 
ment Lorenz  a  calculé  le  nombre  vers  lequel  tend  la 
série  des  nombres  trouvés. 

NOTE  11.  L'expression  peut  être  remplacée  par 
une  somme,  si  l'on  pose 

r*2  n  +  1  r*2  n  +  1 

2  \  là  dx  -\-  \  là  (2  n  —  1  —  x)  dx 

S°  p==-v  —  \r*2p  +  2  r*2n 

iàdx-\-9,  \    \u*dx-\-\u*Ç%n—  1—  x)dx 
-S  ~f     •hp  V2n—i 

4-\ là (2 n -\-  \—x)dx. 
Si  l'on  pose  va  =  f(x),  on  aura 

(*2/>4-2  n* 

\iàdx  =  \[f(2p+\  +  x)+f(2p+l—x)]dx 

^2p  *^o 

o 

en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur. 

Mais  on  a,  avec  une  certaine  approximation, 
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f"(<2p  +  1)  =  /,(^  +  3)-^(2p+l)  +  /-(2ff-l) 


et  par  suite 

p  —  n—i  f*2p  +  2 


^^      "2» 

+  ï(W2»  +  i  —  W2„_i  —  W,  +  W_i) 


p  =  0         "^ 


Mais,   comme  ^-  =  0  pour  a;  =   —g,   on   peut  ad- 

mettre   que   u  reste  sensiblement   constant  quand   x  est 
petit.     C'est  pourquoi  l'on  peut  poser  u1  =  u_i  et 


•' — £ 


ri.r  =    s  w4 . 


i 


De  plus,  en  posant  de  nouveau  va  =  f(x),  on  a 

r*2  n  f*2  n  +  1 

\  w* (2 w  —  1  — a?) do?  +  \  w4  (2n-\-  \—x) dx 

=  f[/(2n  +  a?)—  A3»  —  *)1(1  —  *)dx 

=  (approx.)  2f  (2/0\^(l— ^)^  =  J/"(2n). 
Mais  (approx.) 

rd.o-w+yp— Jl, 


et  par  suite 

/»2  »  + 1 

n  -  - 1  —  #)  rf# 

-g('M'2«+l '*'«  —  l)  • 


(»2  m  /»2  «  +  1 

W(2rc  —  l—x)dx-{-\u*(% 

V2  n—\  V2n 


Si  l'on  tient  compte  de  ces  valeurs,  on  obtiendra 
l'expression  donnée  dans  le  texte.  Toutefois,  ce  raisonne- 
ment ne  fait  pas  ressortir  que  l'approximation  est  grande, 
comme  le  dit  Lorenz. 
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NOTE  12.     0,006846  d'après  mes  calculs,  et  par  suite 
4  a  =  44,14. 

NOTE  13.     0,002291  d'après  mes  calculs,  et  par  suite 
4e  =  8,897. 

NOTE  14.     0,000660  d'après  mes  calculs,  et  par  suite 
4  a  =  4,677. 


3kr 


<•         <£7^3         * 


SUR 


LE  DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS 

AU  MOYEN  D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 
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SUR  LE  DEVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  AU  MOYEN 
D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 

TIDSSKPJFT  FOR  MATHEMATIK  1860,  P.  160-168.*  *  NOTE  1. 

On  connaît  plusieurs  méthodes  qui  servent  à  ex- 
primer des  fonctions  arbitraires  au  moyen  d'intégrales 
définies;  ces  développements  ont  eu  surtout  de  l'impor- 
tance pour  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
différentielles  sous  des  conditions  données:  aussi  est-ce 
surtout  en  physique  mathématique  qu'on  a  fait  des  ap- 
plications étendues  de  ces  méthodes.  Qu'il  me  soit 
permis  ici  d'appeler  l'attention  sur  une  méthode  nou- 
velle, de  mettre  en  évidence  la  relation  qui  existe  entre 
elle  et  les  méthodes  connues  et  enfin  de  faire  ressortir 
une  partie  des  applications  étendues  qu'on  peut  faire  de 
cette  méthode  dans  toutes  les  parties  de  la  théorie  de 
l'élasticité. 

Si  b  est  positif,  on  arrive  aisément,  au  moyen  de 
l'intégration  par  parties,  à  l'identité 


SOC 
1 
-0 


00 

e~bx  cos  ax  dx 


a2+b2 


Multipliant    par    da    et    intégrant    entre    les    limites 
a  =  0  et  a  =  «,  on  en  tire 


\ 


e-bxs'maxdx  ,    a 


x 


arc  tg  j- 


2V 
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d'où  l'on  déduira,  en  faisant  b  =  0, 


sin  ax 
1    x 


dx  — 


77 


,     «>0 


7T 


(1) 


—  j,  «<o. 


Il  faut  pourtant  remarquer  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  est  indéterminé,  et  qu'on  ne  peut  le 
déterminer  qu'en  tenant  compte  de  l'origine  de  l'intégrale, 
qui  est  une  valeur  limite  d'une  expression  déterminée, 
et  doit  être  considéré  comme  une  manière  abrégée  d'écrire 
l'intégrale 


- 


e~bxsmaxdx 


x 


expression  à  laquelle  on  devra  recourir,  si  l'application 
de  la  notation  abrégée  conduit  à  des  résultats  indéter- 
minés. La  notation  ci-dessus  exprime  qu'on  doit  égaler 
b  à  zéro,  non  pas  avant,  mais  après  l'intégration;  ici, 
comme  partout  dans  la  mathématique,  quand  on  traite 
des  quantités  qui,  à  un  certain  endroit  des  calculs  doi- 
vent être  égalées  à  zéro,  il  importe  essentiellement  d'ob- 
server à  quel  moment  cela  se  fait. 

Si  nous  cherchons  maintenant  la  valeur  de  3a  série 
Ze-hm  cos  am,  où  la  sommation  est  étendue  à  toutes 
les  valeurs  entières  de  m,  depuis  0  jusqu'à  l'infini  et  où 
l'on  ne  prend  que  la  moitié  du  premier  terme,  nous 
obtiendrons,  en  remplaçant  le  cosinus  par  son  expression 
en  exponentielles  imaginaires  et  sommant  tous  les  termes, 
la  valeur 

1  1-e-26 


2  '  1— %e-bcosa-\-e 


—2b 
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Pour  b  =  0  l'expression  s'évanouit,  à  moins  que 
cos  a  ne  soit  en  même  temps  égal  à  1.  Si  nous  suppo- 
sons la  valeur  de  a  comprise  entre  -  -  2  n  et  -j-  2  n,  sans 
pourtant  atteindre   ces   deux  limites,    a    sera   infiniment 


a 


petit*  et  cos  a  =   l  —  ~.     Par  conséquent  on  aura         *  note  2. 


\o— h  m 


cos  a  m 


5-0 


a 


b  =  0 


valeur  égale  à  l'intégrale  définie  considérée  ci-dessus. 

Si  l'on  multiplie  par  cla  les  deux  membres  de  cette 
équation  et  qu'on  intègre  de  a  =  0  jusqu'à  a  =  a,  on 
obtiendra 

71 


I 


sm  a  m 
m 


2 


pour  i2  -  >  a  >  0  , 


7Ï 

â  pour 


(2) 


2  7T  <  a  <  0 


où  le  premier  membre  est  écrit  sous  la  forme  abrégée, 
qui  est  plus  commode   et  généralement  employée,    mais 
où  la  remarque  faite  ci-dessus  est  encore  valable. 
Si  nous  partons  de  l'équation 

2  [f(x)  dx  =  Cf(a)  da  -  $(«)  da  ,  (3) 

où  la  valeur  de  x  est  comprise  entre  une  constante  plus 
grande  tux  et  une  constante  plus  petite  //,  et  si  nous 
multiplions  le  second  membre  par 


2Çsin(QE-a)/3)^/9 
fi 


71  \ 


1, 


où  le  signe  supérieur  est  valable  pour  #>«,   l'inférieur 
pour  x  <  a,  nous  obtiendrons 
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ïJ/(.)&_jga)ffaJ?EÉ^^. 

En  différentiant  les  deux  membres  par  rapport  à  x,  on 
obtiendra 

f(x)  =  -\/"(«)rfa\cos(a;-a)/9.^/9,  (4) 

fi  <  X  <  /ij , 

ce  qui  est  le  théorème  de  Fourier. 

Si,  de  même,  on  multiplie  le  second  membre  de  (3) 

par 

(    2    X    <s'm(x— a)  ru 

~E=  7T  /    ■  m 

où  le  signe  supérieur  est  valable  pour  2  tt  >  x  —  a  >  0, 
l'inférieur  pour  0  >  x  —  «>  —  2?r,  on  obtiendra  de  la 
même  manière 

1       X~ "Y  +~ 

f(x)=-      \   l/^cosfwfa?— a))-da,    7r>:r>— tt,   (5) 

où  a?— «  doit  être  compris  entre  les  limites  — 27r  et 
-J-27T,  et  où  par  conséquent  x  et  «,  qui  tous  deux  peu- 
vent parcourir  la  même  série  de  valeurs,  sont  compris 
entre  — tt  et  -^tt. 

Ces  deux  développements  au  moyen  d'intégrales 
définies  sont  connus  et  ont  reçu  des  applications  étendues. 
Il  y  a  pourtant  encore  un  troisième  développement,  qui 
peut  être  obtenu  d'une  manière  analogue,  à  savoir  en 
multipliant  le  second  membre  de  (3)  par 


2 
i   _ 

~~  TT 


x  —  a 
arctg- = 

y    h 


=    1, 


où  le  signe  supérieur   est   valable   pour  x  >  «,    le   signe 
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inférieur  pour  #  <  «,  et  où  l'on  suppose  que  y— fi  s'ap- 
proche de  zéro  en  parcourant  une  série  de  valeurs  posi- 
tives.    On  obtiendra  alors 


m  = 


i 


71 


\f{a)da 


Sf-fi 


'f 


{x-af+{y-fiT\ 


2/  =  /5 
,     fl<X<fJLv      (6) 


Si  l'on  supposait  que  y— fi  fût  originairement  négatif, 
le  second  membre  de  (6)  devrait  être  changé  de  signe. 

Au  moyen  de  ces  trois  méthodes  on  peut  aussi 
développer  sans  difficulté  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  au  moyen  d'intégrales  définies.  Nous  nous 
bornerons  ici  à  l'application  de  la  dernière  méthode. 
L'équation  (6)  peut  être  écrite  sous  la  forme  plus  géné- 
rale 


ffay) 


\f(",  y) 


da 


z-r 


v  =  r 


(*-*T+(*-ry 


On  trouve  facilement 


2 


(x-ay+(z-rï 


ou 


r  =  !/(*_„)■+ (y  _£)•+(*_,.)•, 


et,  si  l'on  remplace  le  second  membre  de  cette  équation, 
qui  figure  dans  l'équation  ci-dessus,  par  le  premier,  on 
obtiendra 


ffay) 


>/>-! 

i'»+» 

f(a 

,y)da 

fc 

'Z-dfi 

/« 

t)—  » 

=  r 


Gomme  le  second  membre  s'évanouit  pour  toutes 
valeurs  finies  de  r,  il  faut  seulement  tenir  compte  des 
éléments  pour  lesquels  x  =  «,  y  =  fi. 
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C'est    pourquoi    Pou    peut    remplacer    y    par  •/?    et 

choisir  des  limites  arbitraires  de  a  et  /9;  il  faut  pourtant 

que  x  et  y  soient  compris  entre  elles.     Par  conséquent 

on  obtiendra 

Y 


1 

ffay)  =  wz 


Z7Z 
OU 


\da\d[)Z--±f\a,p) 


(7) 


(7') 


Ici  le  point  (a?,  y)  est  situé  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale et  l'on  suppose  que  z—y  est  originairement  positif. 
Dans  le  cas  contraire  le  signe  doit  être  renversé. 

On  peut  remarquer  que  l'expression  entre  crochets 
dans  l'équation  (7)  satisfait  à  l'équation  différentielle 

<92        <92        ô2 

et  qu'elle  exprime,  d'après  la  loi  de  Newton,  l'attraction 
qu'exerce  un  plan  dans  la  direction  de  la  normale  sur 
un  point,  si  un  élément  du  plan  a  la  masse  f(a,ft)dadft, 
et  si  l'on  prend  comme  unité  d'attraction  l'attraction  de 
l'unité  de  masse  à  l'unité  de  distance.  L'équation  (7) 
exprime  alors  que  l'attraction  exercée  par  le  plan  dans 
la  direction  de  la  normale  sur  un  point  qui  s'approche 
infiniment  de  lui  est  égale  à  %7if(x,y),  c'est-à-dire  à 
2;r  fois  la  masse  de  l'élément  le  plus  proche,  divisée  par 
la  surface  dxdy  de  l'élément. 

Pour  des  fonctions  de  plusieurs  variables  (a?1,  x^  ...  xn-\) 
on  trouve  plus  généralement 


f  \xl^  x2,   .  .  .  ,  Xn—\) 


ni) 


7T2 


W«!  \da2  .  .  .  \dan-if(a^  a2,  ...  an-i) 


Xn         fÂi 


x  _.a 

n 


(9) 
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ou 

r  =  V{x  —  a1)  +  (x2—  «2)  +  .. .  +  (.rw  —  are)2; 

ajj,  #2,  ...,  x„_i  sont  situés  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale et  xn  —  an  est  supposé  positif  à  l'origine. 

On  peut  facilement  se  convaincre  de  la  validité  de 
cette  équation,  si  l'on  remarque,  qu'on  n'a  besoin  que 
de  tenir  compte  des  éléments  pour  lesquels  xx  =  ax, 
x2  =  a2  . . .  On  peut  donc  remplacer  f(ax,  a2,  .  .  .,  an-\) 
par  f(xx,  x2,  .  . .,  #»_i)  et  remplacer  les  limites  arbitraires 
par  —  œ  et  4-  oo.  Alors  l'équation  (9)  est  vérifiée  sans 
difficulté.* 

L'expression  entre  crochets  satisfait  à  l'équation 


02  02  02 

—  +  —         —  =0  (10) 

12  n 


Par  conséquent  cette  méthode  pour  exprimer  les 
fonctions  peut  surtout  être  employée  pour  l'intégration 
des  équations  différentielles  de  la  forme  (10)  dont  l'inté- 
grale est  une  fonction  donnée  pour  une  valeur  donnée 
d'une  des  variables,  de  manière  que  les  deux  fonctions 
arbitraires  qui  entrent  dans  l'intégrale  de  (10)  sont  déter- 
minées par  cette  fonction  et  par  les  limites  de  l'inté- 
grale. 

L'intégrale  est  donc  dans  ce  cas  déterminée  par  le 
second  membre  de  (9),  si  l'on  supprime  les  crochets. 

Mais  la  méthode  peut  encore  servir  à  l'intégration 
d'autres  équations  différentielles  après  avoir  été  légère- 
ment généralisée.  Nous  prendrons  comme  exemple  l'équa- 
tion différentielle  qui  exprime  la  loi  à  laquelle  sont  assu- 

*  Gfr.  Jacobi.    Journal  de  Crelle,  vol.  12,  p.  59  et  60. 
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jettis   tous   les  petits  mouvements  des  corps  élastiques  à 
élasticité  constante,  savoir 

dx2^ dtf^~  dz2  '  '  (o2  et2'  {L  } 

On  peut  facilement  se  convaincre  que  cette  équation 
est  vérifiée  par 


'('-£• '•  0 


r 


où     r  =  ifeF+fr-^+^-tf; 


par  conséquent  aussi  par 


Cette  expression  se  réduit,  d'après  (7'),  à  f(x,  y,  z) 
pour  x  =  0.  Car,  seul,  le  premier  terme  est  à  consi- 
dérer dans  le  développement  de  w\t ,  /?,  r  )  suivant 

r  \        o)  J 

les  puissances   de  —,    si   r  =  0,    de    sorte    qu'on    peut 

ÙJ 

négliger  tous  les  termes  suivants. 

Si  le  mouvement,  qui  est  déterminé  par  l'intégrale, 
émane  d'un  plan  (x  =  0)  à  limites  données,  et  si  l'on 
suppose  que  l'intégrale  est  ici  exprimée  par  f(t,  y,  z)  et 
qu'elle  ne  soit  pas  assujettie  à  d'autres  conditions,  l'équa- 
tion différentielle  est  pour  x  positif  complètement  inté- 
grée par  (12),  où  l'intégrale  est  étendue  aux  limites  du 
plan,  et  pour  x  négatif  on  ne  doit  que  changer  le  signe. 

L'intégrale  (12)  fait  ressortir  qu'on  peut  considérer 
chaque  élément  dftdy  comme  l'origine  d'une  partie  du 
mouvement  en  (x,  y,  z) ,   qui  en  émane  avec  une  vitesse 
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constante  a>,    la  partie   de   l'intégrale  due  à  cet  élément 
étant 

i         e  f(f~^  &  r) 

-^il^Tx r • 

Si  la  distance  du  point  considéré  au  plan  primitive- 
ment mis  en  mouvement  est  finie,  on  peut  considérer 
chaque  élément  du  plan,  dftdy,  comme  un  centre  de 
mouvement,  de  manière  que  le  mouvement  du  point 
considéré  devienne  la  somme  des  mouvements  qui  éma- 
nent des  différents  centres  de  mouvement. 

C'est  la  proposition  qui  exprime  le  principe  d'Huygens  ; 
mais  ce  principe  est  incomplet  parce  qu'il  ne  suffit  pas  à 
déterminer  le  mouvement.  Il  est  de  plus  inexact,  et  si 
l'on  s'en  sert  (comme  le  fait  Lamé  dans  ses  „ Leçons") 
pour  le  combiner  avec  les  équations  ordinaires  du  mouve- 
ment, on  parviendra  à  des  résultats  incorrects,  parce  qu'il 
n'est  pas  valable  aux  distances  infiniment  petites  du  plan 
en  mouvement. 

Dans  ce  dernier  cas,  le  mouvement  doit  être  consi- 
déré comme  émanant,  non  pas  d'un  point  mais  d'un 
élément  dftdy  du  plan,  et  l'expression  exacte  de  la 
partie  de  l'intégrale  qui  en  provient  sera,  si  /9  et  y 
sont  les  coordonnées  du   point  milieu  de  l'élément 

expression  qui,    d'après  (7'),   se  réduit  à  f(t,  ?/,  z)   pour 
x  =  0. 
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Gomme  exemple  de  l'application  de  l'équation  (12), 
on  peut  supposer  que  l'intégrale  puisse  dans  toute  l'étendue 
d'un  plan  (x  =  0)  être  exprimée  par  f(wt-—my—nz). 
L'intégrale  peut  alors  être  exprimée  sous  une  forme  plus 
simple,  et  le  problème  qui  consiste  à  déduire  cette  forme 
de  l'équation  (12)  ne  sera  pas  dépourvu  d'intérêt. 
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NOTES. 

NOTE  1.  On  trouvera  une  grande  partie  de  la 
substance  de  ce  mémoire  développée  dans  les  deux  pre- 
miers mémoires  des  tomes  premier  et  second  des  œuvres 
scientifiques  de  Lorenz.  Ces  deux  mémoires  font  de 
plus  ressortir  les  applications  qu'on  peut  faire  des  théories 
développées  ici.  Du  reste  la  méthode  dont  on  s'est 
servi  ici  diffère  de  celle  qui  est  employée  dans  les 
mémoires  cités. 

NOTE  2.  C'est-à-dire,  si  b  converge  vers  zéro, 
a  doit  également  converger  vers  la  même  limite,  si  l'ex- 
pression ne  s'évanouit  pas. 
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UN  THEOREME  SUR  LA  FONCTION  POTENTIELLE. 

MATHEMATISK  TIDSSKRIFT,  1863,  P.  52-63. 

Jj  importance  de  la  fonction  potentielle  pour  l'appli- 
cation de  la  mathématique  à  la  nature  est  tellement 
considérable,  qu'une  connaissance  approfondie  de  ses 
propriétés  est  indispensable  pour  la  solution  d'un  grand 
nombre  de  problèmes  présentés  par  la  nature  elle-même. 

Mais,  nonobstant  les  recherches  nombreuses  faites 
sur  cette  fonction,  on  aura  pourtant,  il  me  semble,  en 
traitant  les  problèmes  de  la  physique  mathématique, 
parfois  le  sentiment,  que  nos  connaissances  sont  très 
limitées  à  son  égard.  La  présente  recherche,  provoquée 
par  différentes  difficultés  de  la  physique  mathématique, 
qui  peuvent  être  rapportées  à  la  solution  du  problème 
en  question,  a  encore  confirmé  ma  conviction  que  notre 
connaissance  de  la  fonction  potentielle  est  encore  res- 
treinte, et  que  la  présente  contribution  à  son  étude 
n'est  que  peu  de  chose  par  rapport  à  ce  qui  reste  encore 
à  faire.  Que  cela  soit  pour  les  autres,  comme  ce  l'est 
pour  moi-même,  une  incitation  à  pousser  avec  énergie 
l'étude  de  cette  fonction! 

La  fonction  potentielle  d'un  corps  par  rapport  à  un 
point  (#,  ?/,  z)  est  exprimée  par 


V  = 


yaypyr 


/'(«>  #  r) 


II.  22 
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Les  intégrations  relatives  aux  trois  variables  a,  /?,  y 
peuvent  ici  être  étendues  de  — go  jusqu'à  -j-co  ,  la  fonc- 
tion /'(«,  /9,  y)  étant  tout  à  fait  arbitraire ,  même  discon- 
tinue, et  par  exemple  égale  à  zéro  dans  certaines  por- 
tions de  l'espace.  On  sait  alors  qu'on  peut  inversement 
déterminer  f  par  la  fonction  potentielle  F,  car  on  a 

d*V      Ô2V.Ô2V  . 

Je  chercherai  à  montrer  comment  le  problème  cor- 
respondant peut  être  résolu  pour  la  fonction  potentielle 
d'un  plan  par  rapport  à  un  point  du  plan  lui-même, 
problème  dont  la  solution  ne  peut  pas  être  déduite  de 
la  proposition  citée. 

Cette  fonction  est,  pour  un  plan  que  nous  prendrons 
comme  plan  des  xy,  définie  par 

C5  (a?,  y)  =  [  da  [d/3  f(^lL==  ( i ) 

«/ 00    ^ — 00 

Le  problème  est  d'invertir  cette  équation,  de  manière 
à  déterminer  la  fonction  f  par  la  fonction  m. 

La  fonction  potentielle  peut  être  exprimée  en  coor- 
données polaires  sous  la  forme 


m  (p,  r)  =  Ç  d£d6  „  ,  ,     ,  ™''  V)f==  ■      (2) 


f(r,  6) 

Vp2+r2—  2pr  cos(0— y) 


Avant  de  passer  au  détail  de  la  transformation  de 
ces  intégrales,  il  faut  commencer  par  établir  quelques 
propositions  auxiliaires,  qui  serviront  à  la  solution  du 
problème. 
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I. 

On  peut  mettre  l'intégrale 

>2  7T 


S 


rd,\M        f(r)cosmt>  (3) 

Vp2-\-  r2 —  2 pr  cos  # 


t/'o  t/'o 


sous  une  autre  forme,  en  développant  le  dénominateur 
suivant  les  puissances  croissantes  de  r,  si  r<cp,  ou  de 
/>,  si  r>^>,  intégrant  ensuite  terme  à  terme,  puis  som- 
mant la  série  ainsi  obtenue  (voir  Ramus  :  Méch.,  p.  88). 
Le  même  résultat  s'obtient  par  l'application  de  la  formule 
(voir  Schlômilch  :  Hoh.  Analyse,  p.  339)  *  *  note  i. 

r#2  7T 

cos  îïiBdd 


yi  +  a2—  2acos# 


_  am\i  sinfl y-         de 

Vl  +  a2—  2  a cos 0/  \/l  +  a2—°2acosd' 


où  l'on  a  posé  (voir  l'endroit  cité) 

sin# 


l/l  +  a2—  ZacosS 
d'où  résulte 


sin^, 


1  l/l  +  a2—  2acos0        lt  1—  acos# 


j/J ^sin2^  1  —  «  cos  #  1  +  tf —  2  a  cos  6 

En  multipliant  ces  deux  équations,  on  obtiendra 

d(p  dO 

p/r^^sîrrY        Vi  +  a'—Zacose' 

ce  qui  transforme  l'intégrale  ci-dessus  en 

22* 
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»2~ 

sin2"Y'  d<fi 
|/1  — «2sin2^' 

0 

les  limites  étant  les  mêmes  pour  (fi  que  pour  6,  car  sin^ 

doit  prendre  toutes  les  valeurs  entre  —1  et  -|-1,  limites 

qui  correspondent  à  cos#  =  a. 

Comme  sin^  n'entre   dans   l'intégrale   que   par   son 

j[ 
carré,   on  peut  encore  faire  varier  (fi  de  0  a  =-,   et  qua- 

—i 

drupler  le  résultat,  ce  qui  donne 


|2  7T 


,7t 


cos mO  dO  \    sin2 m (fi  d<f> 


4(7' 


V 1  +  a2—  2  a  cos  6  \  V 1  —  «2  sin2^ 

Si  l'on  remplace  ici  a  par  -    ou  par  —  suivant  que 


r<p,    on   reconnaîtra  aisément  que  l'intégrale  (3)  peut 


P  } 

aîtra  aisémenl 

être  exprimée  par 

rdrf(r)       rm  rdrf{r)       p 


4\sin2m^(ty 


Vp*—  r2smÀ<fipm       \]/r2—2^sm2(fi  r 

o  VT 


■  (4) 


Dans   la   première   de   ces   deux   intégrales,  je   pose 
rsimp  =  psin^?,   par  où  j'obtiens 

d(fi  dcp 

\fp2 — r2sin2^        Vr2 — ^>2sin2^ 

Or  l'intégration  peut  être  exécutée  de  deux  manières, 

soit  d'abord  par  rapport  à  <p ,   les  limites  de   sin^  étant 

v 

0  et  — ,  puis  par  rapport  à  r  entre  les  limites  r  =  0  et 

r  =  p ,  soit  d'abord  par  rapport  à  r,  entre  les  limites 
r  =  ps\xnp  et  r  =  j>,  puis  par  rapport  à  <p  de  ^  =  0 
à  ^>  ==  ^ .      Dans   les   deux  cas  les  deux  variables  par- 
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courront  la  même  série  de  valeurs;  mais  on  doit  ici 
préférer  la  dernière  méthode,  parce  qu'elle  permet  d'exé- 
cuter immédiatement  l'addition  des  deux  termes  de  (4), 
en  remplaçant  de  nouveau  <p  par  p.  Cette  expression 
sera  alors  transformée  en 

.  ,     ,  7,(       rclrf(r)       pm 
Y    YWr2—  p2sinV  rm 

*Jp  sin  ç'; 

Si  l'on  pose  ici 

7;sin^  =  q,     d<fi  =  7j==, 

Vp  —  <f 

on  obtiendra  par  conséquent 


rdrXdO 


271 

f(r)cosm$ 


Vp2Jrr2—%2wcos0 

dq     irdrfjr)     tf™ 

Vp2-q2\Vr2—q2    rmpm' 

On  pourrait  transformer  la  seconde  intégrale  de  (4) 
d'une  manière  analogue,  en  posant 

p  sin  (p  =  r  sin  <p , 
d'où 

dp  d<p 


]/r2—p2  sin  Y        Vp2 —  r2  sitfcp 

Gomme  précédemment,  on  suppose  que  l'intégration 
est  exécutée   en   premier  lieu  par   rapport  à  r  entre  les 

limites  r  =  p  et   r  =  -À —  et  puis  par  rapport  à  w  de 
1  sm<p  rr^  r 

Si  l'on  remplace  de  nouveau  <p  par  p  et  si  l'on  fait 
l'addition  des  deux  termes  de  (4),  on  trouvera 
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2  Ç*  sinç'/ 

\sin2n^<tyA 


'0  Uo 


Vp2—  r2  sinY  pm  ' 


et,  si  l'on  fait  ici  la  substitution  -4 — -  =  q,  on  obtiendra 
une   nouvelle  expression  de   l'intégrale  en   question  (3), 


savoir 


Vp2-\-  r2 —  °2pr  cos  6 


'0 


dq      irdrf(r)  r^m  (6) 

Vq2-p2]Vq2-r2      q2m 


On  reconnaît  pourtant  facilement  que  les  deux  ex- 
pressions (5)  et  (6)  sont  identiques,  ce  qui  devient  évident 
si  l'on  pose  dans  la  première  q  —pu  et  r  =  puv. 
et  dans  la  seconde  q  =  pv  et  r  =  pvu. 

IL 

Abel  a  démontré  qu'une  fonction  d'une  seule  variable 

peut  être  exprimée  au  moyen  d'une  intégrale  définie  de 

note  2.   la  manière  suivante  (voir  Ramus:   Diff.  et  Int.,  p.  269).* 

dft       \  ç'(z)dz  ,„, 

o  t/0 

où  m  est  une  fraction  proprement  dite,   positive  et  arbi- 
traire. 

Nous  poserons  ici 

m  =  J,    H  =  q2,    z  =  r2 ,    x  =  p2 , 

puis  nous  remplacerons  (p{p2)  par  <p(p).     On  obtiendra 
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On  peut  se  servir  de  cette  expression  si  l'on  a,  par 
exemple, 

n  \Vp-—  q2 

pour  déterminer  inversement  la  fonction   </>  par  <p ,    car 
on  doit  avoir 

3 

Au  contraire,  si  dans  la  formule  (7)  nous  posons 
1*1  L  I 

}l}      —     <£    1        ^  (fi        2  ?-2  1        #  2  1 

et    si    nous    remplaçons    ensuite  f(— 2)  par    ^(p),    nous 
obtiendrons 

;3rfg     i,y(r)rfr  (10) 

Cette  équation  va  être  différentiée  par  rapport  à  p  ; 
mais  il  faut  observer  qu'on  doit  alors,  pour  éviter  des 
indéterminations  provenant  de  termes  infinis,  exécuter  la 
différentiation  en  supposant  d'abord  que  la  limite  infé- 
rieure soit  p-{-h,  puis  intégrer  par  parties  et  enfin  faire 
tendre  h  vers  zéro*.  Si  l'on  écrit  de  nouveau  <p(p)  à  *  note  3. 
la  place  de  <p\p),  on  obtiendra  aisément  de  cette  manière 

y,  (y)    =    -  2  Ç-Jgg—  ■  1  F  ?  C)  *'  (H) 
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La  différentiation  indiquée  par  rapport  à  q  peut 
être  exécutée  de  la  même  manière,  par  où  l'équation 
prendra  la  forme 

f(p)__C^Lfe*.  (12) 

71  \vq—p    \Vi-  —q 

III. 

A  présent  nous  passerons  de  ces  recherches  prélimi- 
naires au  problème  en  question.  Il  sera  alors  naturel 
de  chercher  en  premier  lieu  la  solution  d'un  cas  parti- 
culier, celui  où  la  fonction  /*(>*,  0)  de  l'équation  (2)  ne 
dépend  que  de  r  seulement.  On  peut  dans  ce  cas  rem- 
placer 0— <p  dans  l'équation  (2)  par  0,  tandis  que  les 
limites  de  0  seront  constamment  0  et  ù2tt,  et  iiï(p,  <p)  sera 
alors  fonction  de  p  seulement. 

Nous  pouvons  alors  partir  de  l'équation 

-  \rdr\d8 -==££==,  (13) 

Vp'-r-r2—  Ipr  cos  0 

qui,  au  moyen  de  la  relation  (5),  où  m  =  0,  sera  trans- 
formée en 

dg_ir£^dr 

0  Vq 

Si  nous  posons  ici 

00 

rf(r)dr 
Vr  —  q 

nous  aurons 

0(p)  =  4», 


341 


équation  qui  est  identique  à  l'équation  (9),   si  l'on  pose 
"  '  =  (p(p).    L'équation  suivante  (9')  deviendra  alors 

*>  -  *fe 

d'où,  en  introduisant  l'expression  trouvée  ci-dessus  pour 
<p(q),  l'on  déduira 

\\rf{r)dr  1  \tf(r)dv 


9.  \Vr2-q2         ù2x\Vcf-t 


°2rr  \i/V.2 


Si    maintenant    on    multiplie    cette    équation    par 

L     1      et  qu'on  intègre   entre  les   limites  q  =  p 

n  Vq2—p2 

et  q  =  oo,  on  obtiendra 


Le  premier  membre  est  d'après  (10)  égal  à  \f{p)dp 
si  l'on  remplace  <p\r)  par  f(r),  et  l'on  tirera  de  l'équation, 
en  différentiant  par  rapport  à  p, 

Sco  pq 

pdq    Vw\r)dr 
Vq2-p2\Vq2—r2' 

Le  problème  est  donc  résolu,  car  la  fonction  f  est 
exprimée  au  moyen  de  la  fonction  C5,  mais  il  y  a  avan- 
tage à  mettre  le  résultat  sous  d'autres  formes. 

Si  la  différentiation  par  rapport  à  p  est  exécutée  de 
la  manière  indiquée  ci-dessus  dans  un  cas  analogue,  on 
obtiendra*  *  note  4. 
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*  NOTE  5. 


1  r    dq         d  I  tfa'(r)dr\ 

puis 

Sous  cette  forme  le  résultat  se  prête  mieux  au 
calcul  pratique.  Du  reste  il  est  identique  au  résultat 
suivant 

1   1    d  I     d\      dq      \drrT5(r)\ 

m  -  --^j^^fy^^p (l0) 

ce  qu'on  peut  reconnaître  en  effectuant  les  différentiations 
indiquées. 

Si  nous  cherchons  au  contraire  à  donner  le  résultat 
sous  une  forme  analogue  à  l'équation  (13),  nous  pourrons 
nous  servir  de  l'équation  (G),  où  nous  ferons  m  =  0  et 

d'abord  f{r)  =  ^J^ ,  puis  f(r)  =  ©(r).    Par  là  les 

équations  (14)  et  (15)  se  transformeront  en 

,, ,      i  f\  r     ^      do-fg'o-))  16) 

et 

«*)  -  -^^^^Y^y//+r2-^rcos^  (17) 

de  manière  à  représenter  /X^)  sous  forme  d'une  nouvelle 
fonction  potentielle. 

Après  avoir  résolu  le  problème  dans  le  cas  spécial 
considéré,  nous  passerons  au  cas  général.  Soit  proposée 
l'équation 


.'•oo 


7S(p,<f)  =  \rdr\dO 
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Vjt+f-lprcaay-ry 


il  est  à  prévoir  que  la  fonction  f(i\  6)  pourra  être  ex- 
primée sous  une  forme  analogue  au  résultat  obtenu  ré- 
cemment; c'est  pourquoi  nous  examinerons  en  détail 
l'expression 

F  =  0  dr  Çw g  M .         (18) 


f(r\ff)  (19) 


\/r24-r'2— c2rr' cos  (â'-0) 


où  nous  exprimerons  f(r',  ti'),  d'une  manière  bien  connue, 
par  une  intégrale  définie  (voir  Ramus:  Diflf.  et  Int.,  p.  82), 
savoir 

f(r',  ff)  -  ^2£$V>  0 cos  «  (^-  <P)  d4>  ■       (20) 

2"  désigne  ici  une  somme  étendue  à  toutes  les 
valeurs  entières  et  positives  de  m,  le  premier  terme 
devant  être  divisé  par  2.  Le  second  membre  de  (18)  se 
présente  par  ces  substitutions  sous  la  forme  d'une  inté- 
grale quintuple,  où  nous  remplacerons  6  par  6^ y  et 
&  par  6  4-  6'-\-  <p ,  sans  pourtant  changer  les  limites 
de  l'intégrale;  cos  m (6'  —  </>)  sera  donc  remplacé  par 
cos  w  (6' ^- 6 -^  <p —  <fi),  mais,  comme  les  termes  qui  con- 
tiennent sinmd  et  sinmd'  s'évanouiront  dans  l'intégration, 
on  peut  remplacer  cos  m  (0'-\-  6  -f-  <p  —  </>)  par 

cos  m6  cos  mO'  cos  m  (<p  —  (f) . 

Si  l'on  pose,  pour  abréger, 
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}  \      l/r2+r'2—  Vrr'cosB' 


F  sera  exprimée  par 

Ici   nous    pouvons    employer    les    formules   trouvées 
antérieurement,  car  nous  aurons  d'après  (5) 

yK  }  \yr>*-(f\  Vr'2—q'2    rfmr™' 

et  d'après  (G) 

^oo  f&~  (k™  fil 

(p(r)cosmO  ;\      dq      \rdr(p{r)rmp 


H 


KP*+  r  —  "2Pr  cos  #  1  ^V"/  \  Vq2-r*     Q 


2m     ' 


>V 


et  par  conséquent  l'expression  de  F  sera 


>+tt 


\    \d(f>  cos  m  (<p—  <f>) 


x 


rdr     T     <%'      ifJdrff(fJ,fl)<{*mp' 


Vq2-r  V'V2- 2'2  >    l/r'2—  2t2      q.2mr'm 


Mais,  d'après  (8),  on  a 


rdr    \dq'<p'(q')         tt     ,  , 


Par  suite,  l'expression  ci-dessus  se  transformera  en 

,2ffl 


^-s^K—Cf-»^? 
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Si  nous  différentions  par  rapport  à  p<   nous  obtien- 
drons 


Gomme  on  a  de  plus 

d  i     qdq      <p'(q)        l     pdq       d    <p' ' (q) 

d^Y^ZÏpY^        \V^p2Wl^ 

•Jp  Vp 

et 

j-V     jg_.£|£)  =  \      ?^.  [g  y' (g) -2»,  y  (g)]* 

vp  *Jp 

si  l'on  différence  de  nouveau   l'expression  ci-dessus   par 
rapport  à  p,  on  aura 

1    d  (    6F\ 


p  dp  \     dp  J 


\+- 


8    \    \d<p  cos  m  (<p  —  </>) 


dq 


Vtf-p1 


1     dq   q2m     '        J         f™ 


•jp 


Si  l'on  remarque  que  la  dernière  partie  de  l'intégrale 

1    d2F 
est  égale  h -%  -^-^ ,    en    faisant    passer    ce    terme    au 

premier  membre  de  l'équation,  on  obtiendra 

p  dp \v  dp  )  '  2>*W 

Ici   il    faut   substituer,    d'après   l'expression   trouvée 
ci-dessus  de  (p'(q'), 
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et  nous  pourrons  nous  servir  de  l'équation  (11),  si  nous 
remplaçons  r  par  /•',  <p(r)  par  -  V™  '  Pour  déduire  le 
second  membre  de  l'équation  (21),  qui  deviendra 

—  4  ,t  ^>    \d(fi  cos  m  (^  —  (fi)  f(p,  fi) . 

Mais,  d'après  (20),  cette  expression  est  identique  à 
-Wf{j>,9), 

de  manière  que  l'équation  (21)  se  réduit  à 

^d_/    6F\    ,     1  d2F 
p  dp 

Le  problème  est  donc  résolu ,  car  ici  f(p,  <p)  est 
exprimé,  au  moyen  de  F,  et  si  l'on  introduit  la  valeur 
(18)  de  F,  on  aura 

,,       ,  1    /  1    ô         Ô 

+x£\Çdr  _"('>w° (23) 

En  introduisant  les  coordonnées  rectangulaires,  on 
tirera  de  l'équation  de  départ  (1),  ou 

m  («,  /?)  =  {do!  W  —  JS'^ll ,       (24) 

d'après  le  résultat  trouvé 

*t        s  1     /  d°~     ,      ^  \fTT^Ô  a(«,/9)  *    ,«* 

NOTE  6.    /(aï,  y)  =  -T-dr2+ni   W«Wt  o-      25 

*/ 00  ^ — 00 


/    ^'\        1  ô2F 
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On  peut  écrire  le  second  membre  de  cette  équation 
sous  une  forme  plus  commode  pour  le  calcul,  en  rem- 
plaçant a  par  a-\-x,  j3  par  ft-\-y  puis  effectuant  les 
différentiations  indiquées  et  enfin  remplaçant  de  nouveau 
a-\-x  par  «,  ft-\-y  par  /?,  par  où  l'on  obtiendra 

«J—  ootV—  oo 

D'une  manière  analogue  on  transformera  (23)  en 
/u^;  4;r\        W+r2-2p'COS(0-^\>*^'     <?>'     >'  ^7 
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NOTES. 
NOTE  1.     On  a 

cosmOdO 


f27r     cos  mddd  Ç* 

\V!  +  a2—  Va  cos 6  ~        V 


u  =  . 

\Vl  +  a2—  Va  cos 6 

Va  (**    smmtis'm  6 d6 


m  Wl  +  a2-  2  a  cos  0)*' 

Mais,  d'après  un  théorème  bien  connu  de  Jacobi,  on 

aura 

sin  (m  arc  cos  x) 

,     „x      ,dm-i(l—x2)m-i  m 


dx7"-*  1-3- 5...  (2m— 1)  ' 

et  par  conséquent,    en   remplaçant  dans   l'expression  ci- 
dessus  cos#  par  x, 

^g(-l)m-1        Ç^-'(l  —  x2)m~i  1      . 

"  1-3.5...  (2 w—  l)jl]      dx™-1_     "  (l/ï+a2— 2a^)3 

En  intégrant  ici  (m —  1)  fois  par  parties,  on  obtiendra 

+1 

—1 

ce  qui   est   précisément   l'expression   de   Lorenz,    si   l'on 
remplace  de  nouveau  x  par  cos#. 
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NOTE  2.  Gomme  toute  la  suite  de  ce  mémoire  est 
fondée  sur  le  théorème  d'Abel  (Oeuvres  complètes,  tome 
I,  p.  27  ) ,  je  développerai  ici  la  démonstration  d'Abel, 
légèrement  modifiée.  On  a,  en  remplaçant  z  par  dz,  6 
par  6x, 


\ 


0sd6      [  z*-1  dz  „,    [  6a-m+sdd[  za~l  dz 

xa+s 


\x-6y-'n  \B-z)m  \(i—0y-m  \\-z)m' 

Si  l'on  suppose   ici   0  <  m  <  1 ,   a  —  m  -f-  s  >  —  1 ,    «  >  0, 
on  aura 

y  l  _  sy-m  —  -        r(a  +  s+\)  ' 

tzF-j'dz         r(a)r(l-m) 

\\-z)m  ~  r(a  —  m  +  iy 

et  par  suite,  comme 

r(m)r(ï-m)  =  -r^— , 

a+s         sin^re  r(«  +  g+l)r(q  — ?»  +  l)r     #stf#      Ç^-1^ 
~V       r{a)r(a-m+s+l)      \x-6y-™  W^z^ 

Si  l'on  pose  ici  s  =  0,  on  aura 

a         sinm^-l        c?#        \aza~idz 
~tt      Va;— tf)1-^  )  (d-z)m  * 

En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation 
par  f(a)da  et  intégrant  de  a  =  a  à  a  =  b,  on  aura 

[                      [    [afi^z^-'da 
\f(a)xada  =■ V7 TKi —  1  -^-tt^ x dz . 


IL  23 
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Si  l'on  pose  enfin  \f(o)xada  =  <p(x),   on  obtiendra 

va 

Mais  ici  se  présente  cette  question:  La  fonction  <p(x) 
peut-elle  être  tout  à  fait  arbitraire? 

On  reconnaît  immédiatement  qu'elle  doit  s'évanouir 
pour  x  =  0  et  qu'elle  doit  être  différentiable.  Puis  on 
reconnaît  que,  la  formule  (7)  étant  valable  pour  chaque 
terme  d'une  somme,  elle  l'est  encore  pour  toute  la  somme. 
En  conséquence,  si  <p\z)  peut  être  développé  en  une 
série  de  puissances  à  exposants  positifs,  la  série  repré- 
sentera f(x) — /'(0).  On  peut  encore  conclure  de  là  que 
la  série  représentera  f(x)  —  f{0),  si  f'(x)  peut  être  déve- 
loppé en  une  série  de  Fourier. 

Si  l'on  pose  s  =  —1,  on  obtiendra 


sin  mn  ,  \         d6 

xa~i  =  (a— m) 


7i      v  7  )6(x-d) 


formule  qui  n'est  valable  que  pour  a  >  m. 
On  en  déduit 


pff 

[  za~i  dz 

IZ^}j(0—z)m' 


y.a — m  __ 


s'mmni    dd-x^-™    Ua—7n)za-m-i'Zmdz 

~V)e(x-sy-m\~     (d—z)m 


puis,  multipliant  par  f(a)  da,  f(a)  étant  arbitraire,  et  inté- 
grant entre  les  limites  a  et  b, 

nb 

\f(a)xa-mda 


siumn  \     ddxl~ 


f  zm([f(a)(a—m)za-m-idaj  dz 
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Si  l'on  pose  \f(a)xa-mda  =  <p(x),  on  aura 

va 


■m 


smmîri     xi~md0     \<p'(z)z7 

Gomme  ei-dessus,  <p(x)  n'est  pas  tout  à  fait  arbitraire, 

mais  doit  s'évanouir  pour  x  =  0.     Si  l'on  remplace  ici 

i  i  i  /      i\ 

x,    6,    z   par   afm,    d~™,    r«  et    <p\x~m)    par   <p(x), 

on  obtiendra 

,  .  sin  mrc  l      6  m  d6      l      c/fe)  ete 


'6 

Pour  m  =  a,  on  trouve  la  formule  (12)  de  Lorenz. 
Ici  (p(x)  doit  s'évanouir  pour  x  =  oo  et,  du  reste,  on 
peut  analyser  la  validité  de  cette  formule  comme  celle 
de  la  formule  (7).  Si  ^(oo)  n'est  pas  égal  à  zéro,  on 
doit  remplacer  <p(x)  par  <p{x) —  c?(co). 

NOTE  3.  Au  lieu  de  procéder  comme  le  fait  Lorenz, 
on  peut  se  servir  d'une  autre  méthode,  qui  me  semble 
plus  facile.     On  a 

_        2Ç     pdq      hr<p'(r)dr 
Si  l'on  pose 


Hi) 


ir<p'(r)dr 


et  si  l'on  remplace  q  par  pq,  on  aura 


9p°°     dq 
nJ<lVq2-l 
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Vp 

Si  l'on  remplace  ici  <p'  par  <p ,    on   obtiendra  la  for- 
mule (11). 

Par  la  même  méthode  on  obtiendra 

r*™  f*xd(r<p(rj) 

#(q)  =  ±\>yJâ±  _  IV  JL_  dr. 

VU'        dl\V¥^        <Z«\  W-22 
Mais  on  a 

(»»  d(r<p{>-))  (*° 

Si  lim yV—  2Y(r)  =  0,  on  obtiendra  l'expression 
de  Lorenz. 

NOTE  4.  Les  différentiations  peuvent  être  exécutées 
comme  dans  la  note  3. 

NOTE  5.     Dans  la  note  3,  nous  avons  trouvé  que 


r4<x> 


dP  V  Jp  Vtf—p 

» 

V(f—p 


•  p\-m**t.       m 


2         ^2 

y. 

2> 


si  |0(2)^-/|  =  O. 
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De  la  même  manière  on  obtient 

dq  "         q\      yj—f 

=   gfrr>dr.  (II) 

0 

Si  l'on  se  sert  de  ces  deux  formules,  on  obtiendra 

si  dans  la  formule  (I)  on  pose 

et  si  l'on  se  sert  ensuite  de  la  formule  (II),  l'expression 
prendra  la  forme 

1  y°  q*dq    \ïï'(r)dr 

1  d 
En  exécutant  sur  cette  expression  l'opération  —  -j--p 

p  dp 

on  obtiendra 

^d_r^dq    ÇÇtf{r)dr 

et,  si  dans  la  formule  (I)  on  pose 

XVq2—r2 

on  trouvera 


S 


^2      d     \  n'{r)dr 


<pVq2-p2di    IVq-** 
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où  l'on  suppose  que 


q  V<f—p 


l  73'(r)dr 


=  o 


Si  l'on  se  sert  de  nouveau  de  la  formule  (II),  on 
retrouvera  l'expression  (14). 

NOTE  6.  On  peut  démontrer  la  proposition  de 
Lorenz  d'une  manière  différente  et  plus  facile. 

Si  l'on  a  donné  la  densité  superficielle  f(x,  y)  de 
chaque  point  (x,  y)  du  plan  z  =  0 ,  le  potentiel  d'un 
point  arbitraire  du  plan  sera 


l+oo   /î+» 


m  (x,  y) 


dad/3'f(a,ft) 


i/(*-«)2+(*/-/?r 


-oo    %J — 00 


et  de  même  le  potentiel  d'un  point  arbitraire  de  l'espace 
sera 


l+oo    /è-f-oo 


n(x,y)  = 


dadftf(a,j3) 


—  00    WJ — 00 


00 

Mais  en  supposant  que 


V   2 


01//         \oz 


IJdx  dy  dz 


soit  une  quantité  finie,  le  théorèmi  !  Lord  Kelvin  met 
en  évidence  qu'il  n'existe  qu'une  seule  fonction  satis- 
faisant, comme  77,  entre  les  limites  de  l'intégrale  à  l'équa- 

tion  faf  +  tt  +  sp  =  °'  et  Prenant  P°ur  z  =  °  les 
mêmes  valeurs  &(x,y)  que  77.     Or  la  fonction 
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1     d  \       \ &(a,P)dadp 


V{x-af+{y-PT+z* 


-00     fj 00 


satisfait  à  ces  conditions.     Par  conséquent,  on  aura 

dadpf(a,P) 


[/(x-af+dt-fiT  +  t? 

%J 00    %J — 00 

>+oo   fè+oo 

_LA' 


T3(a,  ft)dadft 


V(x-ay+(y-PY+z2 


I 00     %J  —  00 


et  comme 


|+oo    /l+oo 

1  AV       V         _dadpf(u,P) 

fnTz 


V(x-aT+(y-py+z2 

oo  tv — oo 


=--  f(%,  y)  » 


Mais  comme 


1     <92 


m(a,  J3)dadfî 


l*  =  0 


4;r2^2  W(^_^4_(y_^)24-02 


on  aura 


l-j-OC    /•+» 


A*,  y)  -   -4p(^"2+%7 


da  dft  m  («,  y9) 


y(*-«)*+(y-/»y 


-oo  ty  —  oc 


SUR  L'ÉVALUATION  DES  AIRES. 


SUR  L'EVALUATION  DES  AIRES. 

MATHEMATISK  TIDSSKRIFT  1864,  P.  33-38. 

Ju  évaluation  de  l'aire  d'une  surface  peut  être  ramenée 
à  l'évaluation  du  volume  d'un  corps  infiniment  mince, 
de  même  forme  que  la  surface,  car  le  volume  divisé 
par  l'épaisseur  du  corps,  qui  est  supposée  partout  la 
même,  donnera  l'aire  de  la  surface.  Gomme  cette  con- 
ception peut  offrir  des  avantages  pratiques,  ainsi  que  le 
montre,  à  mon  avis,  l'exemple  suivant,  j'espère  qu'il  ne 
sera  dépourvu  d'intérêt  d'en  faire  une  étude  plus  détaillée. 

L'équation  de  la  surface  donnée  est 

u  ==  F(x,  y,z)  =  0. 

x-\-h,  y-\-k,  2-\-l  étant  les  coordonnées  d'un  point 
situé  infiniment  près  du  point  x,  y,  z  sur  la  normale  à  la 
surface  en  ce  point,  on  aura 

■n,     ,   ,         ,   7  7X         du  7    .   ou ,    .   du  7 

et  de  plus 

A        A         L        i_ 
du        du        du         v  ' 

dx        dy        dz 

où 


et 


\//du\2  .    iduY  .    (Ô\ 


ou 
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s  est  la  distance  du  point  à  la  surface. 
Au   moyen   des   valeurs   de  h,  Je,  l,    déterminées   de 
cette  manière,  on  obtient 

F(x-\-h,  y-\-k,  z-\-l)  =  ve. 

Si  l'on  se  déplace  de  cette  manière  à  une  petite 
distance  de  la  surface,   dans  la  direction  de  la   normale 

à  un   nouveau   point   x,y,z ,    la  valeur  de  la  fonction  - 

variera  de  0  à  s,  et,   pour  un  point  situé  sur  cette  nor- 
male, à  une  plus  petite  distance  de  la  surface,  la  valeur 

de  —  sera  comprise  entre  0  et  s. 

v 

Pour  chaque  point  x,  y,  z  appartenant  au  corps  in- 
finiment mince  ayant  même  forme  que  la  surface  et  une 
épaisseur  constante  s,  on  aura  donc 

u       ~ 

£>->0. 
V 

Le  volume  d'un  corps  peut  être  obtenu  par  som- 
mation de  tous  les  éléments  de  l'espace  illimité,  multi- 
pliés par  un  facteur  qui  est  égal  à  1  pour  tous  les  élé- 
ments appartenant  au  corps  et  égal  à  zéro  pour  tous 
les  éléments  situés  en  dehors  du  corps.  Gomme  facteur 
de  cette  nature,  on  peut  prendre,  par  exemple,  l'intégrale 
définie 


f*£       da-h  _1 

7Ï 


\CH 


Ir 


,    sv  —  u  .     u 

arc  tg  — 1 h-  arc  te  1— 

&     hv      ■  & hv 


si   l'on   fait,    après  l'intégration,   converger  h  vers  zéro; 
car  on  aura  dans  ce  cas 
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et 


arc  te  — j— 
°     hv 


arc  U 


u 
hv 


71  U 

-â  pour  e  >  — 

2  v 

71  U 

-¥pour..<-, 


7T  M  ~ 

-pour->0 


pour  —  <(). 


9 


Les  deux   termes  sont  donc  en   même  temps  égaux 


n 


a  -~-,    si 


£>->0; 

v 


au  contraire  ils  seront  de  signes   contraires   pour  toutes 


u 


les   autres  valeurs   de  — ,    et   par  suite  ils  se  détruiront. 

v 

En  conséquence,  on  aura 


1 


dav2h 


nMu-avy+vW 


/i  =  0 


1 
0 


selon  que  le  point  x,  y,  z  est  situé  à  l'intérieur  du  corps 
ou  à  l'extérieur. 

Le  volume  du  corps  se  trouve  en  multipliant  cette 
intégrale  définie  par  dxdydz  et  intégrant  dans  tout 
l'espace  illimité;  l'aire  de  la  surface  est  donc  ce  volume 
divisé  par  l'épaisseur  e  du  corps.    Par  conséquent  on  aura 

A  _  -\dx\dy\dz\  {u_gvT+^  • 

Mais,  comme  £  est  une  quantité  infiniment  petite  et 
comme  on  a,  en  général,  pour  une  fonction  arbitraire  ^(e), 
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on  aura 


^(0), 


AM^Wgq^y.  (i) 


-Ux\dyY 


00  "  — «5  " 00 


Il  va  sans  dire,  qu'on  ne  doit  pas  intégrer  par  rap- 
port à  x  entre  —  oo  et  -|-  oo ,  mais  seulement  entre  les 
limites  qui  correspondent  à  deux  plans  donnés,  dans  le 
cas  où  l'on  ne  cherche  pas  l'aire  totale  de  la  surface, 
mais  bien  l'aire  limitée  par  deux  plans,  que  nous  sup- 
poserons parallèles  au  plan  des  yz. 

Dans  l'application  de  la  formule  (1)  à  l'évaluation 
d'une  aire,  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  que  h  est  une 
quantité  infiniment  petite  et  que,  par  suite,  tous  les 
éléments  de  l'intégrale  s'évanouissent,  à  moins  que  u  soit 
en  même  temps  infiniment  petit.  C'est  pourquoi  l'on 
peut,  soit  conserver  la  forme  des  coefficients  de  h  et  h2 
comme  fonctions  de  trois  variables,  soit  exprimer  ces 
coefficients  en  fonction  de  deux  variables  en  éliminant 
la  troisième  variable  au  moyen  de  l'équation  u  =  0. 

La  formule  trouvée  pour  A  peut  aisément  être 
ramenée  à  la  forme  ordinaire,  si  nous  multiplions  le 
numérateur  et  le  dénominateur  par  ^-  et  si  nous  posons 

7T  \dx\dy\dz 


i  %/— 


du 


ôz 


(«HW) 


où  les  crochets  [  ]  indiquent  que  z  est  éliminée  au  moyen 
de  l'équation  u  =  0. 
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En  intégrant  par  rapport  à  z,  nous  obtiendrons 

du 
dz 


\dz 


«"+[<]  A1 


=  arctg 


H 


[v]h' 


intégrale  qui  est  égale  à  n  toutes  les  fois  que  u  prend 
la  valeur  u  =  0,  z  parcourant  toutes  les  valeurs  de 
—  oo  à  +oo.     Par  conséquent,  on  aura 


A 


dx\dy4=k^ 


dz 


(2) 


en  même  temps  que  u  =  0,  de  manière  que  les  limites 
de  l'intégrale  deviendront  les  valeurs  extrêmes  de  x  et 
?/,  admissibles  sous  cette  condition. 

Gomme  exemple  de  l'application  de  la  formule  (1), 
nous  prendrons  l'évaluation  de  l'aire  d'un  ellipsoïde. 

Nous  aurons  ici 


u  _*  +  fJ  +  îJ--l  =  0, 

a '   b2  '    & 


et,  par  suite, 


v2  =  4 
Si  nous  posons 


°°2  :  y2  i  z?1 
â4  +  ?  +  ? 


x  .       y  .    n  z  .        . 

- i  =  r  cos  # ,     'u  =  r  sin  #  cos  a> ,     -^  =  r  sin  0  sin  <w , 
a  b  c 

nous  obtiendrons 

dxdydz  =  a2b2c2r2  s'm  6  dtidrda), 

de  manière  que  l'aire  de  la  surface  totale  de  l'ellipsoïde 
deviendra,  l'intégrale  étant  étendue  à  tout  l'espace  illimité, 
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A  \r2dr\smddt)\da) 


(aV—  l)2-f  4r2/*2' 
ou 

a2  =  a2cos26Jrb2sm26cos2co-\-c2sm20sm2co. 

Gomme  tous  les   éléments   de  cette   intégrale  s'éva- 

1 
nouissent  à  moins  que  «V2 — 1  =  0  et  par  suite  r  =  — , 

a 

on  peut  substituer  cette  valeur   dans   les   coefficients   de 
h  et  de  h2,  et  l'on  pourra  de  plus  poser 

aV— 1  =  (ar+l)(ar—  1)  =  2(ar— 1). 

De  cette  manière  on  obtiendra 

idr\sm0at)\d(o  -r 


*  .:  .1     -.:«»• -d°+as) 


•-'0  t/0  t/  0 


formule  qui,   après  l'intégration  par  rapport  à  r,   se  ré- 
duira à 


A  =  a2b2<?\smdd8V^ 


Si  l'on  introduit  ici  la  valeur  de  a  indiquée  ci-dessus 
et  si  l'on  effectue  l'intégration  d'abord  par  parties  par 
rapport  à  6  et  puis  complètement  par  rapport  à  co ,  on 
parviendra  sans  difficulté  aux  résultats  connus.  Le  ré- 
sultat peut  s'obtenir  plus  facilement  sous  une  autre  forme 
de  la  manière  suivante. 

On  a 


1  1  1 

d—        d—ï        d-ï  . 

a      .        a      ,        a  1 


d(cê)    '   d(b2)    '    Ô(c2)  a 

et  par  suite 
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En  intégrant  d'abord  par  rapport  k  co,   et  appliquant  la 
formule 


1271         dw  ^71 


\mz  cos2  w  -f-  n2        n  Vm2-\-  n2 
on  obtiendra 

%dw        Q    l  sin#d# 


a  }Va2  cos26  +  b2  sin2#  |/a2  cos2  6  +  c2  sin2# 

intégrale   qui  peut  être  immédiatement  mise  sous  forme 
d'intégrale  elliptique  par  la  substitution 

Va  —  c 
où  nous   supposons  a  >  b  >  c.     L'intégrale   ci  -  dessus  se 
réduira  ainsi  à 

m  d<fi 


4tt 


\Vb2(a2-c2)  —  a2(b2—  c2)  sin2^ 


c 


où  p.  =  arc  cos  —  .     On  aura  donc 


a 


A  =  -MbV{^a+m+ 


d  ô  d    \(*>u  d(fi 


ada      bdb       cdcjyb2(a2—  c2)  —  a2(b2—  c2)sinV 

ce   qui   peut,    avec  la   notation   ordinaire   des   intégrales 
elliptiques 

v  '''        Vl-Jfc*sinV'  "6^  a!-c2' 

s'écrire  de  la  façon  suivante 

II.  24 


SUR 

LE  MOUVEMENT  PERMANENT 

D'UN  LIQUIDE. 
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SUR  LE  MOUVEMENT  PERMANENT  D'UN  LIQUIDE. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK  1866,  P.  65-74. 

Yiiand  le  mouvement  d'un  liquide  parfait  est  devenu 
permanent,  la  vitesse  du  liquide  est  en  chaque  point 
constante  en  direction  et  en  grandeur,  et  toutes  les  parti- 
cules du  liquide  qui  passent  par  le  même  endroit  doi- 
vent avoir  le  même  mouvement  et  décrire  la  même 
courbe.  Il  est  bien  connu  que  la  pression  p  exercée 
sur  chaque  particule  d'une  telle  courbe  peut  être  déter- 
minée, à  savoir  par  l'équation 

où  p  est  la  densité  constante  du  liquide,  g  la  pesanteur, 
qui  est  supposée  la  seule  force  accélératrice,  agissant 
dans  la  direction  négative  de  l'axe  des  z  et  h  la  vitesse. 
Si  la  constante  C  est  éliminée  au  moyen  des  valeurs 
correspondantes  po,  h0,  zo  d'un  point  donné  de  la  courbe, 
l'équation  peut  s'écrire 

P  —Po  =  P  9  iz  —  «.)  —  i  P  (fr—  *î)  •  (!) 

Mais  tandisque  la  pression  est  de  cette  manière 
déterminée  pour  tous  points  de  la  même  courbe,  décrite 
par  une  particule  du  liquide,  l'équation  (1)  n'apprend 
rien  sur  la  pression  en  général  d'un  point  du  liquide, 
car   les   constantes   peuvent  varier    d'une    manière    par- 
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faitement  inconnue,  dans  le  passage  d'une  courbe  à 
une  autre. 

Nous  ne  pouvons,  par  exemple,  rien  conclure  de 
cette  équation,  pour  la  pression  d'un  liquide  qu'on  a 
fait  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  et  la  supposition  que 
toutes  les  constantes  fussent  les  mêmes  pour  toutes  les 
courbes  amènerait  à  des  résultats  faux. 

Au  contraire,  l'équation  a,  comme  on  sait,  été  em- 
ployée avantageusement  à  la  détermination  de  la  pres- 
sion en  tout  point  d'un  liquide  qui ,  par  une  ouverture 
très  petite  s'écoule  d'un  vase,  et  c'est  pourquoi  l'on 
doit  rechercher  dans  quels  cas  il  est  permis  de  faire 
une  telle  application  de  l'équation. 

Les  mouvements  permanents  peuvent  être  divisés 
en  deux  espèces,  à  savoir  les  mouvements  en  courbes 
fermées  et  en  courbes  infinies.  Les  premiers  ont 
lieu  dans  le  cas  d'un  mouvement  permanent  proprement 
dit,  produit  en  un  espace  fini  et  limité;  car  chaque 
particule  du  liquide  doit  ici,  pendant  la  durée  infinie  du 
mouvement,  finir  par  repasser  en  un  point  où  elle  est 
déjà  passée  antérieurement  et,  par  suite,  décrire  une 
courbe  fermée.  Il  est  évident  qu'on  ne  peut  pas,  dans 
ce  cas,  employer  l'équation  (1)  à  la  détermination  de  la 
pression  en  général. 

Dans  le  second  cas ,  où  les  espaces  parcourus  de- 
viennent infinis,  ce  qui  suppose  le  liquide  illimité,  le  mouve- 
ment peut,  soit  s'étendre  à  toutes  les  particules,  et  dans 
ce  cas  nous  ne  savons  encore  rien  de  la  loi  d'après 
laquelle  la  pression  varie  d'une  courbe  à  une  autre,  soit 
être  limité  par  la  condition  de  n'atteindre  à  une  gran- 
deur  appréciable   qu'à   l'intérieur   d'une    portion    limitée 
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de  l'espace,  tandis  qu'il  s'évanouit  au  voisinage  des  limites 
de  ce  domaine. 

Dans  le  dernier  cas,  la  pression  peut  être  déter- 
minée en  général  ;  car,  dans  ce  cas,  chaque  particule  du 
liquide  qui  participe  au  mouvement  à  dû,  dans  la  suite 
infinie  des  temps,  passer  en  un  point  de  l'espace  où  le 
mouvement  était  infiniment  petit;  aussi  pouvons -nous, 
dans  l'équation  (1),  égaler  Ao  à  zéro,  tandis  qu'on,  a  d'après 
la  loi  hydrostatique, 

où  TS  est  la  pression   extérieure   sur  le   liquide,    le  plan 
des  xy  passant  par  la  surface  du  liquide  dans  le  même 
endroit.*      Nous  supposons,  dans  ce  qui  suit,  que  cette   *  note  1. 
pression  est  constante. 
On  aura  donc 

équation  qui  ne  contient  plus  de  constante  susceptible 
de  varier  d'une  courbe  à  l'autre  et  par  laquelle  la  pres- 
sion est,  en  conséquence,  déterminée  pour  tous  les  points 
du  liquide.  Il  va  sans  dire  que  la  surface  libre  et 
toutes  les  surfaces  de  niveau  sont  déterminées  par  cette 
équation,  c'est-à-dire  par  la  vitesse  h. 

On  peut  évidemment  faire  une  application  approxi- 
mative de  ce  résultat  dans  des  cas  très  nombreux,  savoir 
dans  tous  les  cas  où  le  mouvement  d'un  liquide  n'est 
constant  que  pendant  un  certain  temps  et  où,  en  outre, 
les  courbes  décrites  par  les  particules  peuvent  être  con- 
sidérées comme  ayant  pris  naissance  à  des  endroits  où 
le  mouvements  est  très  faible,  ce  qui,  par  exemple,  a 
lieu  pour  un  liquide  qui   s'écoule   d'un  grand   vase  par 
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un  petit  orifice  placé  au  fond.  Il  faut  pourtant  que 
le  mouvement  du  liquide  soit  négligeable  à  une  distance 
suffisamment  grande  de  cet  orifice,  et  que  par  conséquent 
le  mouvement  du  liquide  ne  soit  pas  un  mouvement  de 
rotation. 

De  plus  les  conditions  peuvent  être  réalisées  en 
d'autres  cas,  comme  par  les  mouvements  des  corps 
parfaitement  liquides  dans  des  canaux,  dans  des  fon- 
taines, etc.  Mais  il  va  sans  dire  que,  si  l'on  veut  ap- 
pliquer la  théorie  aux  liquides  réels,  on  doit,  selon  la 
nature  du  problème,  tenir  plus  ou  moins  de  compte  du 
frottemeut. 

A  présent  nous  pouvons  avec  sûreté  faire  un  pas 
en  avant ,  en  retenant  les  conditions  de  validité  de 
l'équation  trouvée. 

Si  l'on  pose  pour  abréger 

(p  —  7S)  —  gz  =  q, 

P 

l'équation  (2)  se  réduira  à 

q  =  {V  =  j  („•+*•+,,»),  (3) 

où  w,  t?,  iv  sont  les  composantes  de  la  vitesse  suivant 
les  trois  axes.  Les  équations  générales  de  l'hydrodyna- 
mique, dans  le  cas  des  liquides  en  mouvement  perma- 
nent,  peuvent,   avec  les  notations  introduites  ici,  s'écrire 

dq  du  du    ,        ou 

-  u-r. — h  v  -£ — h  w 


dx  dx  dy  dz  ' 

dq  dv  .       dv  dv 

dy  dx  dy  oz 

dq  div  div  dw 

dz  ox  dy  dz 


(4) 
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Si,  de  même,  on  déduit  de  (3)  les  dérivées  de  q,  on 
obtiendra  par  comparaison 

ôv  ôw  du  du 

ôx  ôx  ôy  ôz 

etc.,  par  où  l'on  parvient  à  ces  deux  équations 


(5) 


ôv       ôw         ôw       ou         ou       ôv 
ôz       ôy  ôx       ôz         ôy        ôx 

U  V  IV 

On  a  de  plus  l'équation  de  continuité 

ou        ôv    ,    ôw  f  ,  , 

ôx    '    ôy        ôz 

On  peut  remarquer  le  cas  particulier  où  les  numé- 
rateurs des  équations  (5)  peuvent  s'évanouir  et  où,  par 
suite,  m,  i\  w  deviennent  les  dérivées  de  la  même  fonc- 
tion par  rapport  à  x,  y,  z,  cas  qui  a  été  considéré  à 
plusieurs  reprises.  Il  est  bon  de  remarquer  que  c'est 
précisément  le  cas  d'un  liquide  qui  s'écoule  d'un  vase 
par  une  ouverture  circulaire,  sous  les  conditions  énon- 
cées ci-dessus;    car    on    trouve    facilement    dans   ce  cas 

ou       ôv 

t: —   =   0*,    et  par  conséquent   les   autres  numéra-   *  note  1. 

ôy      cz 

teurs  des  équations  (5)  doivent  aussi  s'évanouir. 

Pour  mieux  mettre  en  évidence  le  sens  des  équa- 
tions, nous  introduirons  un  nouveau  système  de  coor- 
données, composé  de  trois  systèmes  de  trajectoires  ortho- 
gonales, qui  par  conséquent  se  coupent  partout  sous 
des  angles  droits. 

Soient  pour  axes  coordonnés  les  lignes  d'intersec- 
tion de  trois  surfaces  fixes,  savoir  OA,  OB,  OC,  0  étant 
l'origine;    la  position   d'un  point  est   déterminée  par  les 
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trois  segments  «,  b,  c  détachés  sur  les  trois  axes  par  les 
surfaces    trajectoires    qui    passent    au    point    considéré. 

Soient  «,  /?,  y  les  arcs 
des  courbes  d'intersec- 
tion des  trois  surfaces 
trajectoires,  comptés  du 
point  aux  surfaces  fixes 
coordonnées.  Leurs 

prolongements,  les  élé- 
ments da,  dft,  dy,  font 
entre  eux  des  angles 
droits ,  et  soient  lt,  l2,  l3 
les  cosinus  des  angles 
qu'ils  font  avec  l'axe 
des  x  d'un  système  plan  et  rectangulaire  de  coordonnées; 
ml,  m2,  m3  ceux  des  angles  qu'ils  font  avec  l'axe  des  y; 
nii  nzi  nz  ceux  relatifs  à  Taxe  des  z.  C'est  ce  que  ré- 
présente le  tableau  ci-dessous 

da  dfi  dy 


X 

y 

z 

h 

ni 

mi 

Yl2 

h 

m  3 

n-i 

où,  comme  on  sait,  la  somme  des  carrés  des  trois  quan- 
tités qui  se  trouvent  dans  une  rangée  horizontale  ou 
verticale  est  l'unité ,  tandis  que  la  somme  des  produits 
de  deux  quantités  voisines  dans  deux  rangées  paral- 
lèles s'évanouit. 

On  aura  donc,  si  er,  b,  c  sont  choisis  comme  variables 
indépendantes  et  si   <p   désigne    une   fonction   quelconque 

de  a,  b,  c, 

bip        dip  da       dtp  ôb    ,   dcp  de 
Sx        dadx       ëbbx   '   ôcôx' 
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Si  l'on  pose  ensuite 

da  db 


di 


i' 


dp 


'2  1 


de 


'3        ' 


on  aura 

da 
dx 


da 


db 


=     £   l  —    =     £  l 

'dx  x  *'    dx      '     2  2' 

Par  conséquent,  on  aura 


ce  , 

£    ' 

dx  3  3 


d<p 
dx 

11    da       ^22    db       W3  3    ce' 

d<p 
ôy 

0                                     0                                     o 

CW    ,             cw    .              cw 

1         1    £fl                   -         2    ^                   3         3    ^^ 

dw 
dz 

£l^  ~da~~^n*  <96  ~"  V"3  5c'   , 

(7) 


où  les  deux  dernières  équations  sont  formées  par  symé- 
trie. Si  l'on  multiplie  ces  équations  respectivement  par 
lx,  mv  nv  et  qu'on  les  additionne,  on  obtiendra  la  première 
des  équations  suivantes: 


d(p 


'i  /? 


oa 

o 
CW 

82  db   = 

d(p 
3  de 


cw 


d(p 
dy 

dw 


7 ( y  1 


dw 


dw 


l*ôx      IW«0y  +  w■^*, 

dw 


l  ®ï-    I    m  ?ï.  _L  n 

3  Z)^»  3   ^w       I  3£jg 


dx 


(8) 


les  deux  dernières  s'obtiennent  d'une  manière  analogue. 

Du  reste,  on  peut  encore  déduire  immédiatement 
ces  trois  équations. 

Il  faut  encore  se  servir  du  développement  suivant. 
Comme  les  trois  systèmes  se  coupent  suivant  leurs  lignes 
de  courbure,  ainsi  que  l'a  démontré  Lamé,  les  deux 
droites  qui,  par  exemple,  sont  menées  normalement  à 
la   surface  ay  aux   deux   extrémités  de   l'élément    da  se 
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couperont  en  un  point.     Si  d  est  l'angle  infiniment  petit 

<> 

formé  par  ces  deux  lignes,  -y-  sera  la  courbure  de  l'arc  a 

(la 

*  note  4.  dans  la  surface  ay*  Tan- 

disque  l'une  des  deux 
droites  fait  un  angle  droit 
avec  da,  l'autre  fera  l'angle 
~  -j-  â  avec  le  prolonge- 
ment de  cet  élément  et, 
avec  les  axes  rectangu- 
laires,   des    angles    dont 


u. 

^ 


les  cosinus  sont  7 


Ô 


a 


da, 


mr 


dm 


on. 


~da,    nA-^da. 

va  oa 


Par  conséquent  on  aura 


cos 

V  ÏL    '      J  x-  v  "      °« 

et,  par  suite,  comme  d  est  infiniment  petit  et 

On. 


ou  bien 


â_ 

da 


o 
da 


7  M*    ,         ®>»o 
l  — -  -4-  m  — - 

lda^    l  da 


(i®h    i         dnh 
£  I  i  — -  -4-  m  — - 


n 


'da 

6n1 

'  da 


('•») 


Mais    cette    courbure  peut    encore    être    déterminée 
d'une  autre   manière;    car   on   trouve   facilement  par   la 


figure 


d 


a  —  ( 
~dfi 


la' 


d  (da) 
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Si  l'on  introduit  ici  les  valeurs 


,  da      ,     ,'  db 

da  =  —    et   dp  =  --, 

on  trouvera 

et,  par  conséquent,  la  courbure  est  déterminée  par 

A  =  î»?ii.  (10) 

Les  deux  équations  (9)  et  (10)  donnent  donc 

l*da>m*ôa    bn*da  ~  e\ôb  '  {     j 

Ces  considérations  finies,  nous  reviendrons  à  nos 
équations  hydrodynamiques  (4),  et,  supposant  que  les 
courbes  a  soient  les  chemins  parcourus  par  les  particules 
du  liquide*,  nous  poserons  *  note  5. 

u  =  h\,     v  =  hmx,     w  =  hn^ 

On  doit  ici  remarquer  que  les  courbes  a  ne  déter- 
minent pas  seulement  les  surfaces  /?;-,  qui  partout  font 
des  angles  droits  avec  ces  courbes,  mais  encore  les 
deux  autres  systèmes  de  surfaces,  car  ces  deux  systèmes 
doivent  passer  par  les  lignes  de  courbure  des  surfaces 
/??-.     D'après  (7)  on  a  en  général 

dw    .      d<p   .       dw         -,     dw 
ox         cy         dz  lda 

de  manière  que  les  équations  (4)  se  transforment  en 

^  =  he  d-{hil)  ,     ^  =  he  Ô(hmà       ^  =  hs  d(hfll>* 

dx  1    da         dy  l     da  dz  l    da 
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d'où   l'on   déduira   au   moyen   des   équations   (8)   et   des 
relations  connues  entre  les  quantités  l,  m,  n 

ôq         .     oh 
£,  -^  =  ne 


1ôa  l da^ 

d(l  7v>      ildh     !    ™    dmi     I       ,    Ôni 


(   dlx  dmx 


3<9<?  1\  3<9«         3  ôa  3  da 


(12) 


#2 

h2  Ô£l 

dq 

h2  de, 

ôb 

e.db  ' 

de 

e,  #c  * 

Si  l'on  compare  la  seconde  équation  (12)  avec  l'ex- 
pression (9)  de  la  courbure  de  la  courbe  a  dans  la  sur- 
face ay,  on  reconnaît  que  le  second  membre  de  (12)  est  le 
carré  de  la  vitesse,  multiplié  par  cette  courbure,  et  par 
conséquent  égal  à  la  force  centrifuge  dans  la  direction 
opposée  à  dft,  résultat  qui,  du  reste,  pouvait  être  prévu. 
Une  remarque  analogue  peut  être  faite  sur  la  troisième 
équation  ci-dessus.  Ces  deux  équations  peuvent  de  plus 
au  moyen  de  (11)  être  transformées  en 


(13) 


L'équation  de  continuité  (6)  peut  être  transformée 
d'une  manière  analogue;  mais  on  obtient  plus  vite  le 
même  résultat,  si  l'on  remarque  que,  d'après  la  conti- 
nuité, hdftdy  doit  être  invariable  pour  tous  les  points 
d'une  courbe  décrite  par  un  courant  et  par  conséquent 
fonction  de  b  et  c  seuls.     Ainsi  l'on  peut  poser 

h  =  f(b,c)e2es.  (14) 

Si  maintenant  nous  considérons  l'espèce  particulière 
de  mouvement  pour  laquelle  est  valable  l'équation  (3), 
q  =  }2h2,  nous  trouverons,  en  introduisant  cette  valeur 
de  q  dans  les  équations  ci-dessus,  que  la  première  équa- 
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tion  devient  identique  et  qu'inversement  elle  entraîne, 
par  intégration,  l'équation  (1),  tandis  que  les  équations 
(13)  donneront 


1  dh 

1  de, 

1  dh 

1  de, 

hôb  ~ 

~  edb  ' 

h  de 

£j  de 

(15) 


d'où  l'on  déduit  par  intégration 

h  =  F{a)et,  (16) 

F  étant  une  fonction  arbitraire. 

Ce  résultat  qui,  combiné  avec  (14),  fournit  les  lois 
du  mouvement  et  qui  le  détermine  complètement,  les 
conditions  nécessaires  étant  données,  peut  être  rendu 
plus  intelligible  par  les  considérations  suivantes. 

Le  mouvement  d'une  particule  d'eau  peut  être  con- 
sidéré comme  une  rotation  autour  d'un  axe  parallèle  à 
dy,  passant  par  le  centre  de  courbure  du  courant  situé 
sur  le  prolongement  de  dft  et,  de  même,  comme  une 
rotation  autour  d'un  axe  parallèle  à  dfi  et  passant  par 
l'autre  centre  de  courbure,  situé  sur  le  prolongement  de 
dj.     La  vitesse  angulaire  de  la  première  rotation  est,   si 

l'on  se  sert  de  la  notation  S  employée  ci-dessus,  -j-  ou 
5>  dt 

h-f-,  si  da  est  le  chemin  parcouru  par  une  particule 
d'eau  dans  le  temps  dt.  Si  l'on  s'imagine  qu'une  par- 
ticule d'eau  de  la  courbe  a  est  liée  par  une  ligne  dft, 
normale  à  la  courbe,  avec  la  particule  la  plus  proche  de 

la  surface  «/?,    cette    ligne   se   déplacera   dans   l'élément 

dh 
de  temps  dt  et  formera  l'angle  — ^^  avec  sa  position 

primitive,  la  direction  positive  étant  comptée  de  la  même 
manière  que  ci-dessus,  pour  la  détermination  de  la 
courbure.     La  vitesse  angulaire   de  la  rotation   de  cette 
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ligne  est  donc 

ôh  dh 

Mais,   d'après   l'équation  (15),   combinée   avec  (10), 

on  a 

_ ®h.  hb^h  i  A. 

ôb  s>  "  s.db  da" 

d'où  ressort  ce  résultat  remarquable,  que  cette  vitesse 
angulaire  est  précisément  égale  et  opposée  à  celle  de  la 
particule  autour  du  centre  de  courbure  situé  sur  le  pro- 
longement de  dfî.  Une  proposition  analogue  est  valable 
pour  la  rotation  autour  de  l'autre  centre  de  courbure 
de  la  courbe  du  courant,  et  ces  deux  résultats,  qui  peu- 
vent remplacer  les  équations  (15),  contiennent  donc, 
conjointement  avec  l'équation  de  continuité,  toutes  les 
lois  du  mouvement  du  liquide.  Un  corps  flottant  libre- 
ment dans  le  courant  doit  donc,  en  général,  éprouver  une 
rotation  inverse  de  celle  du  courant,  ce  qui  est  précisé- 
ment le  contraire  de  ce  qui  arrive  à  un  liquide,  lors- 
qu'il éprouve  une  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe. 
Les  expressions  (14)  et  16)  de  la  vitesse  peuvent 
être  employées  à  la  détermination  graphique  approxima- 
tive, abstraction  faite  du  frottement,  d'un  courant  dans 
un  canal.  Si  l'on  suppose  que  le  fond  est  plan,  il  peut 
être  pris  pour  le  plan  coordonné  fixe  AB,  et  comme 
les  courbes  des  courants  ne  diffèrent  que  peu  du  plan 
horizontal  on  peut,  comme  première  approximation,  sup- 
poser dy  constant  et  égal  à  de  pour  tous  points  de  la 
surface  AB.     On   a   donc  ici  e   =  1  et  le  mouvement 

3 

sera  d'après  (14)  et  (15)  déterminé  par 
h  =  F(a)Sl  -  f(b)e,. 
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Pour  6  =  0,  on  a  et  =  1,  et  pour  a  =  0,  e2  =   1, 

de  manière  qu'on   peut  encore  écrire  ces  équations  sous 

la  forme 

b=oda        r7-,«  =  0  ^ 

*-[*J     s-w     ^- 

Qu'on  imagine  des  segments  égaux  à  c£«  et  db  portes 
sur  les  axes  fixes,  et  inversement  proportionnels  aux  vi- 
tesses, de  manière  qu'on  ait 

6=0  a=0 

\K\       da  =  [K]       db; 

alors  on  aura  da  =  d/3. 

Les  trajectoires  orthogonales,  dont  Tune  représente 
les  directions  des  courants,  formeront  donc  partout 
des  carrés,  si  leurs  traces  sur  les  axes  fixes  sont  mar- 
quées à  intervalles  infiniment  petits,  inversement  propor- 
tionnels aux  vitesses  aux  points  considérés,  et  les  côtes 
de  ces  carrés  seront  aussi  inversement  proportionnels 
aux  vitesses. 

Par  conséquent,  si  les  conditions  limites  nécessaires 
sont  données,  on  pourra  déterminer  graphiquement  la 
direction  et  la  vitesse  du  courant;  mais  il  va  sans  dire 
qu'on  doit  ici  remplacer  les  carrés  infiniment  petits  par 
des  carrés  petits,  mais  finis,  et  construire  les  trajectoires 
orthogonales  de  manière  à  satisfaire  aux  conditions  données. 
Il  faut  pourtant  remarquer  que  cette  méthode  de  con- 
struction peut  facilement  entraîner  une  accumulation 
d'erreurs  et  par  suite,  conduire  à  des  résultats  incertains. 
C'est  pourquoi  l'on  ne  devra  l'employer  qu'avec  précau- 
tion. 


II.  25 


NOTES. 

NOTE  1.  On  suppose  qu'une  partie  de  la  surface 
est  en  repos  et  par  conséquent  plane,  et  qu'on  fait  passer 
le  plan  des  xy  par  cette  partie  de  la  surface. 

NOTE  2.  La  vitesse  sera  en  chaque  point  dirigée 
suivant  une  droite  rencontrant  la  verticale  qui  passe  par 
le  centre  de  l'orifice  et  ne  dépendra  que  des  distances 
du  point  considéré  à  cette  verticale  et  à  la  surface  libre. 

ôci 
NOTE  3.     On  ne  désigne  pas  ici  par  -^  la   dérivée 

va 

partielle  par  rapport  à  «,  /9  et  y  étant  constants,  mais  la  dé- 

8b  de 

rivée  suivant  la  direction  de  a  •  ^77  et  —   ont  des  signi- 

dp  Oy 

fications  analogues. 

NOTE  4.  Lorenz  parle  ici  et  dans  ce  qui  suit  de 
la  courbure  d'une  courbe  dans  une  surface  sur  laquelle 
elle  est  tracée.  Il  résulte  de  son  texte  qu'il  a  en  vue 
la  courbure  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan 
tangent  à  la  surface  au  point  considéré. 

De  même,  quand  il  parle  des  divers  centres  de  cour- 
bure d'une  courbe,  il  entend  les  centres  de  courbure 
des  projections  de  la  courbe  sur  les  différents  plans  qui 
passent  par  la  tangente  au  point  considéré. 

NOTE  5.  Lorenz  dit  qu'il  prend  pour  courbes  a 
les    chemins    parcourus    par    les    particules    du    liquide. 
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C'est  en  général  impossible;  car  on  ne  peut  pas,  en 
général,  construire  une  surface  qui  passe  par  un  point 
donné  d'une  des  courbes  et  qui  coupe  ces  courbes  par- 
tout à  angle  droit:  même  dans  le  cas  où  l'on  peut  con- 
struire une  famille  de  surfaces  jouissant  de  ces  propriétés, 
elles  ne  peuvent,  en  général,  appartenir  à  un  système 
de  surfaces  orthogonales,  à  moins  que  leur  paramètre  ne 
satisfasse  à  une  certaine  équation  aux  dérivées  partielles. 
Si  les  surfaces  de  niveau  q  =  const.  sont  perpen- 
diculaires aux  courbes  du  courant,  on  doit  avoir 


ôq 

dq 

ôq 

ôx 

_  ôy  _ 

ôz 

u 

V 

w  ' 

ce  qui  entraîne 

tôv      ôiv\         lôw      ôu\  (ou      ôv\         n 

\ôz      ày  )         \ôx       dz )    *   '    \dy      ôx) 

équation  qui  est  incompatible  avec  l'équation  (5),  à  moins 
que  les  numérateurs  de  (5)  ne  s'évanouissent. 


25* 


SUR  LA  RESOLUTION 


DES    ÉQUATIONS   ALGÉBRIQUES 

AU  MOYEN  DE  SÉRIES 
ET  D'INTÉGRALES  DÉFINIES. 


SUR  LA  RESOLUTION  DES  EQUATIONS  ALGEBRIQUES 
AU  MOYEN  DE  SÉRIES  ET  D'INTÉGRALES  DÉFINES. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK  1867,  P.  71-80. 

Soit  proposée  l'équation 

x  =  a-\-y<p(x),  (1) 

à  résoudre  par  rapport  à  x;  on  pourra,  comme  on  sait, 
se  servir  de  la  série  de  Lagrange 

m  -  Aa)  +  f(a)m|4-...  +  ^^W)g  +  ...    (2) 

qui  exprime  non  seulement  x,  mais  une  fonction  quel- 
conque f(x)  au  moyen  de  a  et  de  y.  Dans  l'application 
de  cette  série,  on  rencontrera  pourtant  une  difficulté 
double,  1°  parce  que  la  série  devient  souvent  divergente; 
2°  parce  qu'elle  ne  donne  qu'une  seule  racine  de  l'équa- 
tion. C'est  pourquoi  il  ne  sera  pas  sans  intérêt  d'exa- 
miner la  question  plus  en  détail.  Il  me  semble  impor- 
tant avant  tout  d'obtenir  des  séries  convergentes  pour 
toutes  les  racines  des  équations  algébriques,  dont  la  ré- 
solution n'est  en  général  qu'approximative. 

Pour  appliquer  la  série  de  Lagrange  à  la  résolution 

de  l'équation 

afl  —  x-\-a  =  0,  (3) 

seul  type  d'équation  algébrique  dont  nous  nous  occupe- 
rons ici,  nous  devons  dans  l'équation  (2)  poser 
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y  =  1,     <p(a)  =  a9, 

et  .r,  ou  une  puissance  de  a  .   sera  donc  déterminée  par 

la  série 

xp  =  ap  -  -  jp<  j  * + ?~4  -f- . . . 

I  jJ(^+^g-^)(i^-^---)|--Q>  +  ^(g-i)+i)fl^n,a-<)  ,  .    J 

Si  Ton  se  sort  des  signes  de  sommation  et  des 
fonctions  F]  cette  série  peut  être  écrite  sous  la  forme 

^-^  r(i?+n(2-i)  +  i)r(»+i)  '  w 

?i  devant  parcourir  toutes  les  valeurs  positives  et  en- 
tières de  0  jusqu'à  cr..  On  peut  en  outre  obtenir  une 
expression  analogue  pour  \ogx  au  moyen  de  l'équa- 
tion ci-dessus ,  par  exemple  en  faisant  converger  p  vers 
0.  Si  p  est  négatif,  la  formule  est  encore  valable,  pourvu 
que  la  fonction  r  soit  définie  de  manière  à  vérifier 
encore  la  formule 

a.[\o)  =   l\a+\) 

pour  a  négatif;  car  alors  les  valeurs  de  la  fonction  pour 

a  <C  0  sont  déterminées  par  ses  valeurs  pour  a  >  0. 

La  série  trouvée  de  cette  manière  devient   pourtant 

divergente  aussitôt  que  la  valeur  numérique  de  a  dépasse 

une  certaine  limite,   et   l'on  trouve  comme  à  l'ordinaire, 

que   la  condition   de   convergence   est,    abstraction  faite 

du  signe, 

a9-i<(q—l)9-i:q9.  (G) 

De  plus  la  série  n'exprime  que  la  racine  qui  s'évan- 
nouit  en  même  temps  que  a,  tandis  que  l'équation  a 
encore  q—  1  racines  différentes  qui  ne  s'évanouissent  pas 
avec  a. 
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Pour  trouver  un  développement  convergent  qui  re- 
présente toutes  les  racines  de  l'équation ,  nous  partirons 
de  l'équation  plus  générale 

1  =  ^) + m  '  (7) 

d'où  nous  déduirons  pour  toute  fonction  de  x  deux 
séries,  procédant  l'une  suivant  les  puissances  croissantes 
de  y,  l'autre  suivant  celles  de  z.  Ces  séries  peuvent 
être  obtenues  au  moyen  de  la  série  de  Lagrange,  géné- 
ralisée par  Laplace;  aussi  peut -on  dire  que  nos  résul- 
tats sont  contenus  dans  cette  formule,  bien  qu'on  n'ait 
pas  encore,  que  je  sache,  fait  cette  remarque. 

Cependant,  comme  la  forme  symétrique  de  l'équa- 
tion ci-dessus  rend  les  calculs  considérablement  plus 
faciles,  je  préfère  donner  une  démonstration  directe  des 
séries  cherchées. 

En  différentiant  l'équation  donnée  par  rapport  à  y 
et  2,  on  trouve 

1       (y<p'(%)  i  ZiP\x)\  ®x 


1       (y<p\%)  i  z<I>\x)\  °x 

1  /  y  <p\x)      z  </)'(x)  \  dx 


0        ip{x)       \<p{xf    '    <p(x)2  )  bz 
et  par  conséquent 

Si  nous  avons  de  plus  deux  fonctions  f(x)  et  F(x) 
développables  en  série  suivant  les  puissances  croissantes 
de  z,  savoir 

f(x)  =  A,+A\?-+A^+..., 
F(x)  =  B,+B^+B^+..., 
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on   obtiendra   en    différentiant    respectivement    par    rap- 
port à  z  et  y 

fV)%=-  Al+A2z+..., 

_       dx        dB0      dB1  z 

dy         dy        dy   1 '" 

Si  la  fonction  F  est  déterminée  de   manière  à   ren- 
dre ces  deux  séries  identiques,  on  aura 

dBn        A         dB, 

A      __   o  A      __    1 

1  "   '  dy  '        2  "      dy  '    •", 

et 

f'(x)~  =  F'(x)^ 
v  '  ôz  vy 


^,.  i 


d'où  l'on  tire,  par  comparaison  avec  l'équation  (8), 

f\x)<p{x)  =  F'(x)<f;(x).  (9) 

Les  coefficients  Ao  et  Bo  peuvent  être  exprimés  par 

A  =  M  -    B.  =  F(P)  . 

où  /?  désigne  la  valeur  de  x  pour  0  =  0.  /?  est  donc 
d'après  (7)  une  racine  de  l'équation 

?m  -  y-  (io) 

Nous  avons  donc 

*>-  dy       -*  W  dy  '  '  flfl    dy    ' 

et  nous  pouvons  déterminer  B1,  car  ce  coefficient  dé- 
pend de  la  même  manière  de  F  que  Ax  de  f;  c'est 
pourquoi  nous  aurons 

■  -  -  MA  dy      \w))  dy  ■ 
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Ensuite  la  valeur  de  A2  se  déduira  de  celle  de  Bx, 
car  A^  est  la  dérivée  de  Bx  par  rapport  à  y.  En  con- 
tinuant de  cette  manière,  on  trouvera  facilement  les 
termes  successifs  de  la  série  f(x)  et  l'on  obtiendra 


m 


dyn-'[\ip(i3)l      dy 


11 


Gomme  on  peut,  dans  l'équation  proposée,  permuter 
en  même  temps  y  et  z ,  ^  et  ^,  on  déduira  de  la  der- 
nière équation,  si  y  est  une  racine  de  l'équation 


<pir)  =  *, 
en  effectuant  la  permutation  indiquée, 


(10') 


A*)  =  f(r)  + 


<p{.r)df{r)y 


d"-* 


ih 


n—i 


\<p{r)J    dz 


>/ 


ni 


»  ' 


<p(r)   dz    i 

Si  nous  considérons  l'équation  algébrique  (3),  nous 
reconnaîtrons  qu'elle  peut,  de  trois  manières  différentes, 
être  rapportée  au  type  (7),  car  on  peut  isoler  chacun 
de  ses  trois  termes  à  gauche  du  signe  d'égalité,  puis 
diviser  l'équation  par  ce  membre. 

On  reconnaît  pourtant  que  c'est  seulement  en  don- 
nant à  l'équation  la  forme 

1         a 

x?-1      afl  ' 


(11') 


1 


que  nous  obtiendrons  toutes  les  solutions,    à  l'exception 
d'une  seule,  donnée  par  l'équation  (5). 
Nous  devons  donc  poser 

cp^x)  =  afl—x ,     é(x)  =  xq ,     y  =  1 , 
et  d'après  (10)  et  (10') 


=  — a 


fi 


îf-i 


et 


r 


i 
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Les  deux  séries  de  .<r  deviendront  donc  d'après  (1 1)  et  (11') 


-^  .    —dit/-')  (-a) 
17        '  J  dy 


1 


"dtf-i 


>l 


q-i  1_J 


dlif-1) 
dij 


où   l'on   doit  poser  y  =  \  après  avoir  exécuté  la   diffé- 
rent! ation,  et 


£  ,     -dW*~)  1 


e?2      1 


+  ..-  + 


fn— 1 


ete"-1 


1  ™ 

dk 


\) 


7+-., 


#V 


£ 


2^     == 


où  l'on  pose  z  =  — a. 

Si  l'on  conserve  la  notation  ft  pour  la  racine  (5  — l)ième 
de  l'unité  et  si  l'on  pose  pour  abréger 

ng—p  n+p 

2—1  *'         g   ~  ~  6"' 

la  première  série  donnera 

a  (rw-l)(rra-2)...(r?2-^+l)  /a\ra  , 

"*"    °/9  1-2        ...         n  \j3)    '   '" 

tandis  que  l'autre  donnera 
(-«)«■+  «„(-«)•.-'+. . ,+So(^dK^) . . .  (sn-n+ 1)  (_a)Sn_„  _ 

Pour  obtenir  les  conditions  de  convergence  de  ces 
deux  séries,  le  mieux  est  de  comparer  le  niémQ  terme  avec 
le  (n  +  q  —  l)ième  de  la  première  et  le  (n  +  q)ième  de  la 
seconde:  de  cette  manière,  on  trouvera,  comme  à  l'or- 
dinaire, que  la  série  (13)  est  convergente  sous  les  mêmes 
conditions  que  (5),  c'est-à-dire  si  l'on  a,  abstraction  faite 
du  signe, 


(13) 


14) 
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tandis  que  la  série  (14)  est  précisément  convergente  quand 
cesse  la  convergence  des  autres  séries,  savoir  quaud 

g 

Les  séries  (5)  et  (13)  se  suppléent,   car  la  dernière 

donne  les  (q—  1)  valeurs  de  xp  qui  ne  sont  pas  contenues 

dans  (5),  si  l'on  fait  prendre  à  fi  les  diverses  valeurs  de 

la  racine   (q—  l)ième   de   l'unité.      Au   contraire,    aussitôt 

que  a  dépasse  la  limite  indiquée  ci-dessus,    on   ne  peut 

se  servir  que  de   la  série   (14)   et   elle  donne  encore  la 

solution  complète,    car  (—a)   est  élevé  à  des  puissances 

dont  les   exposants  sont  des  nombres  fractionnaires   de 

dénominateur  q:    on  aura  donc    q   solutions    différentes 

i 

avec  les  q  valeurs  que  prend  (—a)*. 

Si  a  est  un  nombre  réel,  on  reconnaît,  si  l'on  peut 
se  servir  des  premières  séries,  a  ne  dépassant  pas  la 
limite  indiquée  ci-dessus,  que  l'équation  aura  deux  ou 
trois  racines  réelles  selon  que  son  degré  est  pair  ou 
impair,  fi  ayant  toujours  une  ou  deux  valeurs  réelles  et 
la  série  (5)  donnant  toujours  une  valeur  réelle.  Si,  au 
contraire,  a  est  positif  et  dépasse  la  limite,  on  n'aura 
d'après  (14)  aucune  racine  réelle,  si  le  degré  de  l'équa- 
tion est  pair;  on  en  aura  une  si  ce  degré  est  impair. 
Cette  disparition  de  deux  racines  réelles  fait  soupçonner 
que  l'équation  a  des  racines  égales  pour  la  valeur  limite 
de  a. 

a  =  (î-l)24-ff, 

ce  qui  peut  servir  à  la  résolution  de   l'équation  dans  ce 

cas  limite.     Or  on  doit  avoir,    dans   le   cas   des  racines 

égales, 

i 

qxq~x — 1  =  a    et  par  suite    x  =  g1-*, 
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valeur  qui  est  précisément  racine  de  l'équation  proposée, 

quand  a  prend  la  valeur  en  question. 

Il  n'est  pas   sans   intérêt   de  remarquer   qu'on   peut 

dans  la  série  (13)  réunir  dans  une  somme  tous  les  termes 

qui  contiennent  comme  l'acteur  commun   la  même  puis- 
i 

sance  de  {3  =  l7-1 ,  car  ce  facteur  se  répète  pour  chaque 
(q—  l)iemo  terme,  et  chaque  somme  prise  séparément 
peut  être  considérée  comme  la  racine  (q  —  l)ième  d'un 
nombre  réel.  Dans  la  série  (14),  les  termes  qui  corres- 
pondent à  une  valeur  entière  de  sn  s'évanouiront,  et,  si 
elle  est  ordonnée  d'une  manière  analogue,  cette  série 
contiendra  (^— 1)  sommes  dont  chacune,  prise  séparé- 
ment, peut  être  considérée  comme  la  racine  ^ième  d'un 
nombre  réel. 

Si  l'on  veut  exprimer  la  série  (14)  au  moyen  des 
fonctions  r,  on  peut  le  faire  de  la  manière  suivante. 
Le  terme  général  du  développement  contient  le  produit 

(sn— l)(sn—  2) ...  (sn—  m)...  (sn—  n-\- 1), 

dont  le  premier  facteur  est  toujour  positif,  le  dernier 
négatif  pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  n, 
de  manière  qu'on  peut  toujours  trouver  un  nombre 
entier  m  pour  lequel  sn~m  est  compris  entre  0  et  1. 
Les  n— m—  1  facteurs  suivants,  qui  par  conséquent  sont 
négatifs,  peuvent,  si  l'on  change  leurs  signes,  être  comme 
les  précédents  exprimés  par  les  fonctions  T,  et  le  pro- 
duit peut  s'écrire  sous  la  forme 

r{Sn)I\n-Sn)  _,Vin-m-l 

Le  dénominateur  peut  être  transformé  au  moyen 
de  la  formule 
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r(n)r(i-u)  =  -^-, 

v    J      v  y  Sin»7T 

et,  comme  on  le  voit  facilement,  la  série  (14)  prendra 
la  forme 

*-  Ys, Sin *"*  r^) r("-Sn) (-1)"-' a"- ■    (15) 

Dans  cette  formule  m  n'entre  pas  et  elle  est  valable 

pour   toutes   les  valeurs   que   prend  »,   de  0  jusqu'à  go, 

si  l'on  a  égard  à  la  remarque  faite  ci-dessus  relativement 

à  la  définition  de  la  fonction  F  pour  un  argument  négatif. 

Si  l'on  pose 

»  =  mqA-fi, 

m  et  fi  étant  des  nombres  entiers,  on  aura  sn  =  w-f-s^ 
et  l'on  obtiendra  la  somme  de  tous  les  termes  en  fai- 
sant prendre  à  ^  toutes  les  valeurs  de  0  à  f-  1  et  à 
m  toutes  les  valeurs  de  0  à  ce.  Si  l'on  différence  par 
rapport  à  o,  la  série  prendra  la  forme 


d 

-j-XP 

da 


^^(-^.a^-'^R,, 


fl  =  Q 


(10) 


=     Y7/T(m+gjet)  /1(w(g-l)-gA+^+l)        ((7_1} 

"      ^  r(m2+^+i) 

La  première  somme  ne  contient  que  (q—  1)  termes; 
car,  d'après  la  remarque  faite  ci-dessus,  le  terme  pour 
lequel  fy  est  un  nombre  entier  s'évanouit.  On  a  ici 
cherché  une  expression  de  la  dérivée  de  a?  par  rapport 
à  a,  parce  que  cette  série  peut,  comme  nous  le  verrons, 
s'exprimer  plus  facilement  par  des  intégrales  définies. 
Du  reste,  on  voit  facilement  qu'on  n'a  pas  besoin  d'in- 
tégrer pour  obtenir  x?\  car,  en  différentiant  l'équation 
proposée,  on  trouve 
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équation  qui,  combinée  avec  la  proposée,  donne 

dx  _  x 

da        aq  —  x(q—  1)  ' 

dx 
d'où  l'on  peut  tirer  x  au  moyen  de  -r- . 

Les  séries  trouvées  ici  peuvent  toutes  être  facile- 
ment sommées  au  moyen  d'intégrales  définies. 

Pour  sommer  la  série  RfJ.  dans  la  formule  (16),  on 
peut,  par  exemple,  se  servir  de  l'intégrale  eulérienne 

J0  *(«-r/*) 

par  où  l'on  obtient  immédiatement 

RfJ  =  vtr+s1"-1(l-M)ffl(H)-^+%'ff-ffl(<?~1), 
ou,  en  effectuant  la  sommation, 

R>.  =  ai-iX-—, — --r^—x—.du. 


y?-1— u(i— uy-1 

Si  l'on  pose  ici 

z—a 

u  = , 

z 

on  obtiendra 

où  z  croît  numériquement  de  telle  sorte  que  la  limite 
supérieure  de  l'intégrale  est  -|-  oo  si  a  est  positif  et  —  o> 
si  a  est  négatif.     Par  cette  transformation  on  obtiendra 
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l'intégrale  d'une  fraction  dont  la  décomposition  exige  la 
solution  de  l'équation 

zq — z-^a  =  0, 

ce  qui  est  l'équation  proposée.  Autant  que  je  sache, 
les  différentes  solutions  qu'on  a  trouvées  jusqu'ici  des 
équations  algébriques  au  moyen  d'intégrales  définies  peu- 
vent être  rapportées  à  ce  type.  Mais  une  telle  solution 
ne  peut  pas  être  considérée  comme  une  solution  effective, 
car  on  ne  pourrait  pas,  par  exemple,  trouver  une  solu- 
tion d'une  équation  du  troisième  degré,  et  ces  intégrales 
définies  ne  sont  d'aucune  utilité  tant  qu'on  n'en  peut 
pas  déduire  un  développement  en  série. 

Un  type  nouveau  de  solutions  peut  être  obtenu  par 
la  sommation  de  la  série  (5)  au  moyen  d'une  intégrale 
définie.  J'emploierai  à  cet  effet  le  théorème  suivant  de 
Gauss  et  Legendre: 


r\am)  =  I\a)r(a+±)  ...  r(a  +  ^)m«— t(2ff) 


1 — m 
2 


et  je  développerai  l'application  relative  aux  équations  du 
troisième  et  du  quatrième  degré. 

Pour  q  =  3,   p  =  1,  la  formule  (5)  donnera 

y-         ZX3n4-l) 

^  r(2n  +  2)r(n+l)  ' 

où  l'on  pose,  d'après  le  théorème  cité, 

rçsn  +  i)  =  ^  r(«+4) /'(»+î)  r(«+i)33»+*. 

Après  avoir  différence  par  rapport  à  «,  on  aura 


°2tt^  r(2w  +  l) 


dx 
da 
il. 
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et  la  sommation  peut  être  effectuée  comme  ci-dessus  au 
moyen  de  l'intégrale  eulérienne. 
De  cette  manière  on  obtient 

dx        V 3  C  u~  3(1  —  u)~"s    , 
da  =  2^\ï-27«2m(1-m) 

qui  se  transformera  en 


dx        1/3  y    g-|(g-f  1) 

5a  ~"  ¥tt  \l-\-zf—  Tîdlz 


par  la  substitution 

u 


l  +  s- 


On  pourra  sans  difficulté  effectuer  les  intégrations,  en 
décomposant   la  fraction  et  en  appliquant  la  formule 


u  7  n  r,  4 

—. —  du  =  -.--      ,      0  <  a  <  1  . 

il-j-M  sinaTr 


par  où  l'on  trouvera  les  expressions  algébriques  bien 
connues  des  racines  de  l'équation.  L'intégrale  donnera 
la  solution  complète,  bien  que  la  série,  dont  la  somma- 
tion a  fourni  l'intégrale  considérée,  ne  corresponde  qu'à 
une  seule  racine  de  l'équation. 

Pour  l'équation  du  quatrième  degré,   la  formule  (5) 
donnera 


X 


X 


r(3w  +  2)/X«+l) 

et  le  théorème  de  Gauss  permettra  d'écrire 

r(4n+l)  =  r(2n-H)r(2n  +  l)24"+*(2jr)-* 

et 

r(2«+i)  =  r(n+i)r(«  +  i>2'"+*(2wr*- 
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En  multipliant  ces  deux  équations,  on  obtiendra  une 
expression  de  r{kn-\-\)  qu'on  introduira  dans  l'expres- 
sion ci-dessus  de  x;  puis,  après  avoir  différentié  l'équa- 
tion par  rapport  à  a,  on  aura 

da        7i  '   >  F(3  n  -f-  1  ) 

Gomme  ci-dessus,  la  sommation  peut  être  exécutée 
au  moyen  d'une  intégrale  définie  et  l'on  obtiendra 


dx        1  y     u~-ï(l  —  u)-$      , 
da  "  "  7r  Yl  —  64aV(l  —  u)    U  ' 


où  l'intégration  dépend  de  la  résolution  d'une  équation 
du  troisième  degré  et  peut  être  exécutée  comme  ci-dessus. 
Tandis  qu'on  peut,  de  cette  manière,  résoudre  effec- 
tivement les  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  au  moyen  d'intégrales  définies,  le  procédé  échoue, 
au  contraire,  pour  les  équations  de  degré  supérieur,  à 
raison  d'intégrations  qui  ne  peuvent  pas  être  exécutées, 
ainsi  qu'on  pouvait  du  reste  s'y  attendre. 
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CONTKIBUTION 

A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


CONTRIBUTION  A  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATFIEMATIK,  1871,  P.  97-114. 

fei    l'on   cherche  à  résoudre  le  problème  de  trouver 
le  nombre  des  solutions  de  l'équation  indéterminée 

m2+cn2  =  iV,  (1) 

où  m  et  n  désignent  des  nombres  entiers  positifs,  nuls 
ou  négatifs  qui  satisfont  à  l'équation ,  c  et  N  étant  des 
entiers  positifs,  il  arrive  qu'on  peut  parfois  trouver,  pour 
certaines  valeurs  singulières  de  c,  une  loi  simple  mettant 
en  évidence  la  dépendance  qui  rattache  le  nombre  en 
question  aux  facteurs  de  N.  Ici  et  dans  ce  qui  suit, 
par  ces  mots  „le  nombre  des  solutions",  nous  entendons, 
à  moins  qu'une  autre  signification  ne  leur  soit  expressé- 
ment donnée,  le  nombre  total  des  valeurs,  positives 
négatives  et  nulles,  que  peuvent  prendre  m  et  n  dans 
l'équation  (1). 

Si  nous  considérons,  par  exemple,  l'équation 

m2+n2  =  N, 

et  si  nous  posons  successivement 

m  =  0, 

n  =  ±1.  ±2'  ■••! 
m  =  ±  1 , 

n  =  0,  4-1,  ±2,  ..., 
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lés  différentes  valeurs  que  N  prendra  dans  ces  conditions 
seront  énumérées  dans  le  tableau  suivant 

1,  %  4,  52,  8,  9,   10„   13,,   16,   172,  18,  202,  ..., 

où  les  nombres  qui  n'ont  pas  d'indice  correspondent 
aux  valeurs  de  A7,  pour  lesquelles  le  nombre  de  solutions 
est  4;  ce  nombre  étant  le  double,  c'est-à-dire  égal  à  8, 
pour  les  nombres  qui  ont  l'indice  2. 

On  peut,  à  titre  d'essai,  chercher  à  former  la  même 
série  de  la  manière  suivante.  On  commence  par  écrire 
la  série  des  nombres  entiers  : 

1,  %  3,  4,  5,  G,  7,8,  9,  10,  11,  12,  13,  14,  15,  16,  17,  18,... 

Puis  on  soustrait  3,  qui  est  le  premier  nombre  qui 
ne  se  trouve  pas  dans  la  série  ci-dessus,  et  tous  les  mul- 
tiples de  3,  par  conséquent 

-3,   -6,   -9,   -12,   -15,   -18,  ..., 

nombres  qui  sont  affectés  du  signe  négatif  pour  indiquer 
qu'ils  doivent  être  soustraits. 

Puis  nous  formons  les  séries 

5,  10,  15,         20, 

-7,        -14, 

et  ainsi  de  suite,  de  manière  que  chaque  série  successive 
commence  par  le  nombre  impair  suivant,  changé  de 
signe,  et  soit  continuée  par  les  multiples  du  premier 
nombre. 

En  additionnant  les  nombres  correspondants  de  ces 
séries,  on  obtiendra  la  série 

1,  2,  4,  5„  8,  «.),  102,  13„,  1(1,  17„,  18,  202,  ... 

où    l'indice   2   signifie  que   le   nombre   correspondant   se 
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trouve  deux  fois  dans  les  séries  en  question.  Nous 
retrouverons  ainsi,  au  moins  pour  les  nombres  consi- 
dérés, la  première  série;  et,  en  continuant  de  la  même 
manière,  on  obtiendrait  facilement  une  plus  grande  vrai- 
semblance de  la  concordance  absolue  des  deux  séries. 
Si  cette  concordance  existe  réellement,  ce  qu'on  ne  peut 
démontrer  en  toute  rigueur  par  cette  méthode  empirique, 
nous  pourrons  facilement  trouver  la  loi  du  nombre  des 
solutions,  parce  que  les  dernières  séries  sont  formées 
d'après  une  loi  simple.  Le  terme  général  de  la  première 
série  peut  être  désigné  par  // ,  celui  de  la  troisième  par 
5w,  celui  de  la  cinquième  par  9?/  etc.,  par  conséquent 
en  général  par  {km-\-\)n,  tandis  que  le  terme  général 
des  séries  à  termes  négatifs  devient  (4  w?  +  3)  •;/ ,  où  m 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières  à  partir  de  zéro 
jusqu'à  l'infini,  et  n  de  1  jusqu'à  l'infini.  Un  nombre 
JV  se  trouvera  par  conséquent  autant  de  fois  dans  la 
série  finale  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  nombre  des  divi- 
seurs de  N  de  la  forme  4w  +  .l,  diminué  du  nombre  de 
ceux  qui  ont  la  forme  4m -f- 3.  Soit  py  le  nombre  des 
solutions  de  l'équation  ma-f-  tr  =  iV,  et  soient  aN  et  hN  les 
nombres  des  diviseurs  de  N  de  la  forme  4w-f-l  et 
4  m  -f  3;  pN  est  déterminé  par 

Pn  =  4K— h)- 

On  peut,  en  fait,  par  ce  procédé  complètement  em- 
pirique, obtenir  une  solution  exacte  de  la  plupart  des 
problèmes  qui  seront  résolus  dans  ce  qui  suit  ;  mais  il 
va  sans  dire  que  de  telles  solutions  ne  sont  pas  satis- 
faisantes au  point  de  vue  mathématique,  parce  qu'elles 
se  présentent  comme  tout  à  fait  fortuites  et  manquent 
de    la    rigueur    qu'on    est    accoutumé    à    demander   aux 
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résultats  mathématiques.  Cette  méthode  d'essai,  n'est 
pourtant  pas  sans  portée;  c'est  pourquoi  je  ne  l'ai  pas 
négligée,  parce  qu'elle  peut,  par  l'orientation  des  résultats 
qu'on  cherche,  indiquer  la  marche  qu'il  faut  suivre  dans 
les  calculs. 

Si  l'on  cherche  à  démontrer  toutes  les  propositions 
qu'on  peut  trouver  par  la  méthode  d'essai  indiquée  ci- 
dessus,  on  pourra,  ou  bien  suivre  la  méthode  plus  syn- 
thétique dont  on  se  sert  d'ordinaire  dans  la  théorie  des 
nombres,  ou  bien  chercher  à  obtenir  la  solution  par  une 
voie  purement  analytique;  c'est  cette  dernière  que  je 
préférerai  ici.*  La  méthode  analytique  consiste  dans  la 
transformation  de  la  série 

-f-  00  -f-  X 

r/»2+™2,      {q<Vj 


X  —   00 


en  une  série  d'une  autre  forme.  Puis,  en  comparant  les 
termes  des  deux  séries  qui  ont  le  même  exposant  2V,  on 
détermine  le  nombre  de  fois  qu'on  rencontre  cet  expo- 
sant et  par  là  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 
m2 -{-en2  =  N. 

C'est  de  cette  manière  que  Jacobi  (Journal  de  Crelle, 
tome  19)  a  résolu  le  problème  dans  le  cas  de  c  =  1, 
en  transformant  la  série  au  moyen  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  Dans  sa  „Théorie  des  nombres" 
(3ième  éd.,  p.  216),  Legendre,  en  établissant  que  tout 
nombre    positif    est    une   somme   de    quatre    carrés    (ou 


*  Dans  le  dernier  fasec.  de  ce  journal,  que  j'ai  reçu  après  avoir 
terminé  la  rédaction  de  ce  mémoire,  M.  J.  Petersen  a  traité  le 
même  problème  par  la  première  méthode.  On  aura  donc 
l'occasion  de  comparer  les  deux  méthodes. 
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moins)  appelle  l'attention  sur  ce  fait  que  ce  théorème 
peut  être  démontré  au  moyen  des  séries  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  et  il  ajoute  que  la  démonstration 
de  l'identité  des  séries,  et  par  suite  du  théorème,  doit 
pouvoir  être  faite  au  moyen  de  calculs  purement  analy- 
tiques, par  où  l'on  obtiendrait  „la  démonstration  la  plus 
simple  qu'il  soit  possible"  de  donner  du  théorème  en 
question. 

C'est  dans  cette  conviction  que  j'ai  essayé  de  faire 
ressortir  une  solution  immédiate,  analytique  et  plus  géné- 
rale, de  cette  sorte  de  problèmes,  de  manière  à  éviter 
le  détour  difficile  des  fonctions  elliptiques,  qui,  de  plus, 
ne  peuvent  être  employées  que  dans  le  cas  singulier 
mentionné  plus  haut.  De  plus,  j'indiquerai  une  applica- 
tion des  résultats  trouvés  à  la  sommation  de  quelques 
séries,  problème  qui  a  été  l'origine  de  ces  recherches. 

Nous  considérerons  en  premier  lieu  la  série 

+  00 

q"2xn  =  f(x), 


!-■ 


où  n  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives,  négatives 
et  nulles,  et,  après  avoir  déterminé  l'équation  fondamentale 
de  la  série  considérée  comme  fonction  de  x,  nous  trans- 
formerons la  série  au  moyen  de  cette  équation  en  un 
produit  d'un  nombre  infiniment  grand  de  facteurs.  La 
solution  de  ce  problème  est,  sous  une  forme  peu  diffé- 
rente, une  question  bien  connue  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques;  mais  comme  je  ne  présuppose  ici 
aucune  connaissance  de  cette  théorie,  j'indiquerai  en 
détail  le  calcul. 

En  supposant   que  q  est    plus   petit   que   l'unité,    la 
série  est  convergente   pour  une  valeur  quelconque  de  x. 
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Si  l'on  remplace  x  par  q2x,  on  obtiendra 

f(rfx)    =     \     (f-Y1nxn   =     \     q{n+l)*-\xn^ 

OC  DO 

expression   dans   laquelle   n  -\- 1    peut   être   remplacé  par 
n.     Par  conséquent,  on  aura 

f&X)  =  qxf(X)-  (8) 

Inversement .  si  l'on  cherchait  à  déterminer  f(x)  au 
moyen  de  cette  équation,  on  pourrait  le  faire  en  expri- 
mant cette  fonction  par  une  série  procédant  suivant  les 
puissances  positives  et  négatives  de  x  et  en  déterminant 
les  coefficients  au  moyen  de  l'équation  fondamentale. 
En  procédant  de  cette  manière,  on  se  convaincra  que 
tous  les  coefficients  peuvent  être  déterminés,  à  un  facteur 
constant  près,  qui  reste  arbitraire.  Toute  fonction  F(x) 
qui  satisfait  à  l'équation  (:'»)  peut  donc  être  exprimée 
d'une  manière  générale  par 

f(q)F(x)^f(x),  (4) 

où  <p   est   une  fonction  arbitraire,    dépendant    seulement 
de  q. 

Or,  la  fonction 

F(x)   =   (\  +  qx)(l-{-q3x)...{[-{-qx-i)(l  +  q*x    <)... 

satisfait   à   l'équation  fondamentale;    car,   en  remplaçant 
x  par  q2x,  on  obtiendra 

F(rx)  =  (l  +  <fx)(l>+q*x)... 

(l+^-iir-i)(l-f  çaHHl  +  gV-1)  ..., 

d'où  il  s'ensuit  que 
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Nous  aurons,  par  suite,  en  nous  servant  d'une  notation 
abrégée, 

+  °° 
y^qn2xn  =  (p(q)n(l+q2h-ix)(l  +  q2h-ix-i),      (5) 

-  00 

où  fl  désigne  le  produit   d'une   suite   infinie   de   facteurs 

obtenus  en  posant  successivement  h  =  1,  2,  ...  jusqu'à 
h  =  oo.  A  présent,  la  fonction  indéterminée  <p(q)  doit 
être  déterminée  par  comparaison  des  valeurs  que  pren- 
nent les  deux  membres  de  l'équation  (4) ,  quand  on  y 
remplace  x  par  des  valeurs  données.  Pour  x  =  —  1 
et  x  =  V  —  1,  on  obtiendra  les  deux  relations 

1—  âg  +  2gr* —  %q\..  =  <p(q)n(\  —  q2h-x)\ 

i 

l-Zq'+Zf-Vq*...  =  ^(g)//(l  +  94/i-2), 

i 

où  la  seconde  série  est  déduite  de  la  première  par  le 
changement  de  q  en  q*.     Nous  obtiendrons  donc 

00  00 

f  (q')n(i  - <f"-*r -  ?(2)ff(i  +  24'-2) * 

i  i 

d'où  résulte 

Dans  la  dernière   suite  de  facteurs,   q   aura  succes- 
sivement tous  les  exposants  2,   G,    10,   ...,  4,  12,  20, 
c'est-à-dire  tous  les  nombres  pairs,    à  l'exception   de   8, 
16,   24,    ...;    pour    cette    raison    l'équation    peut    encore 
s'écrire 
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fii)  =  fil  -<fl 


Dans  cette  équation,  on  remplace  £  par  q\  et  l'équation 
?(g4)         ^  i-q8h 


32  A  ' 


p(tf6)  i     \  —  q 

formée    de    cette  manière,    donnera,    par   multiplication 
avec  la  précédente, 


32  A 


Ici  on  pourra  de  nouveau  remplacer  g  par  <j16  et 
ainsi  de  suite ,  et ,  en  remarquant  que  q  <  1  et  qu'on 
aura  q°°  =  0  et,  d'après  (5),  <p(0)  ==»  1,  on  obtiendra 
finalement 

<f(q)  =   77(1 -f), 

par  où  la  fonction  <p  est  déterminée. 

Si  l'on  introduit  cette  expression  dans  l'équation  (5), 
et  si  l'on  pose  en  même  temps  x  =  1,  le  seul  cas  dont 
nous  nous  servirons  ici,  on  aura 

V2  -       IJ(l-q2h)(l  +  q2 h~x)\ 


Z 


Cette  équation  acquiert  une  forme  plus   convenable 
pour  notre  but  si  on  la  multiplie  par  le  facteur 

-  (i-g**-*)(i-^) 

i  (1  —  q*h-2)(l  —  q4h) 
=   /7 ^ i— ? =  // 

1  I     /   A  A    /.  ON      /  1  Ah\  A* 


ï    (l     «      ?4/i~2)    (l     —    £**)        "  f      (l    —    g4/j-2)    (l     +     g^)     ' 

par  où  l'on  obtient  finalement 
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A  présent   il   est   facile   de   former   le   produit   infini  qui 
exprime  la  somme  double 

— J—  00  — }—  00  +30 

j2 


\  \        ^»'2+C«2      ^        \       g,f»«        X 


2* 


savoir 

-j-oc  -\-x 

Wi2_j_cn2 

—  V  (  i  q:  ç» j  ( i  _  q2 Ar-i)  ( i  _|_  ^ cj  (  i  __2(»*-i)c)  •    (  ) 

Il  reste  encore  à  résoudre  le  problème  de  trans- 
former le  produit  infini  en  une  série  de  puissances,  mais 
toutefois  différente  de  la  série  primitive. 

J'ai  cherché  à  obtenir  cette  transformation  au  moyen 
de  certains  produits  infinis  de  facteurs  fractionnaires,  en 
décomposant  ces  fractions  d'après  les  règles  ordinaires 
de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles.  Nous 
considérerons  en  premier  lieu  le  produit 

2  — x  i       \  —  q2hx+q4h  v  J  w 

Cette  fraction  donne  par  sa  décomposition  une  série 
de  la  forme  suivante 

A  A  A 

1    '  2-X^l-tfx  +  q4  t    \-q*X  +  q*^'"' 

où  l'on  déterminera  A0  en  faisant  x  =  2  dans  P(x){°2~  x), 

1  -|_  q4 
puis   Ax  en  faisant    x  --  \_      dans  (1  —  q2x  \  q*)P(x), 
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et  ainsi  de  suite.    On  trouvera  de  cette  manière 

Par  conséquent,  on  aura 

P{x)  _    J.      ■     gP  +  9*)     i     g2(!  +  g4)     ,  ™ 

Si  l'on  pose  x  =  —2,  on  obtiendra 

4P(—  2)        /f/l+J2*-1      1  — 22/i  N2 


«fr 


2/(— 1 


^o  i  V    1  +  2"     1-? 

équation  dont  le  second  membre  est  identique  avec  le 
second  membre  de  l'équation  (7),  où  l'on  fait  c  =  1. 
Pour  ces  valeurs  de  c  et  #,  les  équations  (7)  et  (9) 
donneront 


-f-  00  -t-  00 


s-+-_l  +  4(rl?  +  rf?+...).      (10) 


00  00 


Si  l'on  se  sert  du  signe  de  sommation,   la   dernière 
équation  peut  être  écrite 


-}-  no  +00 


■ 00  —  00 


m2+„2  j-t-4   'V7— £— 

1 

=  1+4  ^    |  <f  —  </3"  +  25n  •  •  •    > 


ou,   si   l'on   se   sert   d'un  nouveau   signe   de   sommation 
double, 
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+  00 


+oo 


m2  +  n2 


1+4 


>(4m  +  0W- 


î 


(4m  +  3)n 


(11) 


dans  le  second  membre  m  parcourt  toutes  les  valeurs  à 
partir  de  0  jusqu'à  oo,  et  n  à  partir  de  1  jusqu'à  oo. 

Nous  obtiendrons  ainsi  le  résultat  mentionné  ci- 
dessus,  savoir,  que  si  l'équation 

m2+n2  =  N  (12) 

a  pK  solutions,  et  si  les  équations 

(4w+l)n  =  N    et    (4w  +  3)w  =  N 

ont  respectivement  aN  et  bN  solutions,  n  et  m  n'ayant 
que  des  valeurs  positives  (et  de  plus  m  la  valeur  zéro) 
dans  les  dernières  équations,  on  aura  d'après  (11) 

^iV  =  4?(aN—bN), 

puisque  q  doit  se  trouver  le  même  nombre  de  fois 
élevé  à  la  même  puissance  A7  dans  les  deux  membres 
de  l'équation  (1 1).  On  reconnaît  facilement  que  aN  et  by 
sont  les  nombres  de  diviseurs  de  N  des  formes  4m +1 
et  4m +  3.  Ce  résultat  peut  être  énoncé  par  la  propo- 
sition suivante: 

Si  le  nombre  N  contient  les  facteurs  premiers  p1} 
p2)  ...de  la  forme  4m-\-l  avec  les  exposants  a1}  a2,  ... 
et  s'il  ne  contient  de  facteurs  de  la  forme  4  m  -{-3  qu'élevés 
à  des  jouissances  paires,  le  nombre  des  solutions  de  V équa- 
tion m2-\-n2  =  N  est  exprimé  par 


py  —  if^  +  ljfe^+l)...; 


il. 


27 
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mais  si  N  contient  un  seul  facteur  premier   de  la  forme 
4m-\-3,  élevé  à  une  puissance  impaire,  on  aura  pN  =  0. 

Supposons   d'abord   que  le   nombre   N   ne    contient 

que   des  facteurs   premiers   de  la  forme   4m-|-l.     Dans 

ce  cas,  la  proposition  résulte  immédiatement  du  théorème 

trouvé;    car   le   nombre   des  diviseurs  du  nombre  N  est 

(«1+1)(«2+1)  ...,  et  ils  sont  tous  de  la  forme  4w-f-l. 

Le   nombre   des   diviseurs   de  cette   forme   ne   varie  pas 

quand   N  est   multiplié   par  2   ou   une   puissance  de  2; 

mais   si   on   le   multiplie   par   un   facteur  premier  de   la 

forme  4/w-f-3,  on  introduit  autant  de  diviseurs  de  cette 

forme   que   de  la   forme   4m-(-l.      Par    conséquent    on 

aura 

aN  =  bN    et    pN  =  0. 

Si  le  nombre  est  de  nouveau  multiplié  par  le  même 
facteur  premier,  on  introduira  de  nouveau  ay  facteurs 
de  la  forme  (4w-|-3)2  =  4m'-|-l,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  comment  la  formule  (11)  peut  être  employée 
à  la  sommation  de  séries.  Soit  pN  le  nombre  de  solu- 
tions de  l'équation  m2-\-n2  =  N;  on  aura 


-)-»  -f-so 


00 

/V+"2)  =J^,o.vf(N), 


où  f  est  une  fonction  quelconque  à  laquelle  correspond 
une  série  convergente.  Nous  supposons  qu'on  supprime 
dans  la  série  double  le  terme  unique  correspondant  à 
m  =  n  =  0,  de  sorte  que  N  ne  parcourt  que  les  valeurs 
entières  et  positives. 

On  reconnaît  facilement  ici  que  /"(l),  /"(2),  ...,  se 
trouvent  le  même  nombre  de  fois  dans  les  deux  membres 
de  l'équation,  c'est-à-dire  multipliés  par  le  même  facteur. 
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Si  l'on  se  sert  des  notations  employées  ci-dessns,  on 
aura  de  même 


00  00 


00  00 


00 

/((4m-M)h)  -TWw. 

1 

00 

jf((4*  +  3)ii)  =  S^bNf(N). 


Gomme  pN  =  4(ûlv — b^),   on   déduira  de  ces   trois 
équations 

-f-X  +x 


-X  — X 


X  X 


=  4 


/\(4  w  +  1)  n)  —  f  ((4  m  +  3)  m) 


(13 


Par  exemple 


-)-x  -)-x 

->     1 


(w'  +  n1) 


P 


—  x  — X 


X  00 


4 


1 


1 


m  -(-  1  )p  n?'      (4  m  +  3)*  rcpj 


où,    comme   nous  l'avons  dit,    on   n'a  pas  tenu  compte 
dans  le  premier  membre  du  terme  où  m  =  n  =>  0,   et 
où  l'exposant  #   est   un  nombre  quelconque  pour  leque 
la   série    est    convergente.      La    dernière    équation    peut 
encore  s'écrire 

-4-x  -{-oc 

1 


V 


4*£  ^ 

X  X 

,   1  \ 


[1  +  2p  +  3p+  "7\        3p  +  5?    "•"J 


La    sommation    double    est    ainsi    ramenée   à    deux 

27* 
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sommations  simples,  qui  peuvent  être  facilement  exé- 
cutées avec  une  exactitude  aussi  grande  qu'on  veut. 

Si  p  est  un  nombre  entier,  on  peut  encore  ici, 
comme  dans  ce  qui  suit,  effectuer  avec  exactitude  l'une 
des  sommations. 

Nous  pourrons  de  plus  nous  servir  de  la  fraction 
P(x)  des  équations  (8)  et  (9)  dans  un  autre  cas.  Posons 
x  =  0  et  nous  aurons 

2P(0)         -/    l  —  q2h  \2l-f  q**-2 


A  i\l—q2h-i/      l  +  q4h    ' 

Si  l'on  remarque  que 

on  reconnaîtra  facilement  que  le  produit  infini  ci-dessus 
coïncide  avec  le  second  membre  de  l'équation  (7) ,  où 
l'on  a  fait  c  =  2. 

Des  équations   (7)  et  (9)  on  tirera  par  conséquent, 
pour  x  =  0  et  c  =  2, 

OO  00 

le  second  membre  pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

qn(\  +  q2n) 


i+,£t{ 


+  q 


4M 


oo 

1+2^   \qn  —  qbn  +  q*n  —  ...+q3n  — qlr>  +  qUn  —  ... 


on  aura 

+  00                +00 

00 

■^r 7 

00 

"•r 7 

r      '     r      r 

00             00 

1+12,. 

I 

î 

g(8/«+i)ra    1     g(8m+3)n 

.(15) 
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De  ce  résultat  nous  pouvons  déduire  le  nombre  de 
solutions  de  l'équation 

w2  +  2n2  =*  N;  (16) 

car,  si  l'on  pose  successivement 

(8ro+l)n  =  N,     (8m  +  3)n  =  AT, 
(8m-f5)n  =  N,     (8m  +  7)n  =  N, 

et  si  l'on  désigne  les  nombres  de  solutions  de  ces  équa- 
tions par  a,N,  by,  Cjy,  dNl  où  m  et  n  ne  peuvent  prendre 
que  des  valeurs  positives  et  entières,  m  à  partir  de  0 
jusqu'à  qo,  n  à  partir  de  1  jusqu'à  go,  on  aura 

px  —  2  (aÂY  -f-  bjy  —  Cn —  dit) , 

parce  que  N  se  trouve  ce  nombre  de  fois  comme  ex- 
posant dans  les  deux  membres  de  l'équation  (15).  Mais, 
comme  aN,  bN,  ...,  sont  les  nombres  de  diviseurs  de  N 
de  la  forme  (8m-|-l),  (8 m  +  3),  ...,  ils  peuvent  très 
facilement  être  déterminés. 

De  là  on  déduit  la  proposition  suivante: 

Si  le  nombre  N  contient  les  facteurs  premiers  p  , 
p2,  . . .,  de  la  forme  8m-\-l  et  8m-\-3  avec  les  exposants 
a1?  a2,  .  .  .,  et  si  les  facteurs  premiers  de  la  forme  Sm-\-5 
et  8m-f-7  n'y  figurent  qu'à  des  puissances  paires,  le  nombre 
des  solutions  de  l'équation  m2-\-2n2  =  N  sera  exprimé  par 

pN  =  % (<*■!  + l)(a2~\-  V  •  •  •; 

mais  si  un  seul  facteur  premier  de  la  forme  8m-\-5  ou 
8m-\-7  entre  dans  N  à  une  puissance  impaire,   on  aura 

pN    =■    0. 

Pour  parvenir  à  cette  conclusion,  nous  pouvons 
nous   servir   d'un    développement   analogue  à   celui    que 
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nous  avons  exposé  relativement  à  l'équation  m*-\-n2  =  N, 
si  l'on  remarque  seulement  que  les  puissances  paires  des 
nombres  8m-|-5  et  8m-f-7  sont  nécessairement  de  la 
forme  8m-f- 1. 

Si  l'on  emploie  l'équation   (15)   à   la  sommation   de 
séries,  on  obtiendra 


-f-  oo  -)-  oo  oo  ra 


f(m2  +  Zn2)  =  2 

00  00  0  1 

—  f((Sm  +  5)n)  —  f((8m  +  7)n) 


/■((8«  +  l)«)+rt(8jn  +  3)n) 

(17) 


Ici,  comme  dans  l'équation  (13),  on  n'a  pas  tenu 
compte  du  terme  où  m  =  n  =  0  dans  le  premier 
membre. 

Par  exemple 

+  00  -j-oo 

1   V^  V-7        1 

2^  2L  W  +  ^Ff 


00 


1 


^  n*jïLé  [(8w!+l)*  '   (Sm+3)p      (8wi+5)*      (8m+7)" 

1  0 

~"  \      i   2?  >   3?   i~  •  •  •  J  (  2  +  3? ~~  5?      7p   '   g?   '    h? 

n  n'est  pas  difficile  de  trouver  des  fractions  de 
forme  autre  que  P(x),  qui  peuvent  être  employées  dans 
cette  sorte  de  questions.   Nous  considérerons  par  exemple 

1         «l-g'A-'s  +  g*»-»  1  +  f^+f  ow      (m 


2— *T  l_g2/^_|_^  l_^g2/i-l;r^g4A-2 

Cette    fraction    peut    être    décomposée   en   une   série   de 
fractions 

A  A  A 

QW  =  f^c^  1  +  qx+q2^  l~q2x  +  q4  +  "' 
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où  nous  trouverons,   par  les  règles   ordinaires  de  la  dé- 
composition des  fractions  rationnelles, 


A. 


n 


A, 


Si  l'on  fait  ici  #  =   1,  on  obtiendra 

Ç(l)  J»    1  —  g2A— l_j_g4/i-2  l_l_g2*_)_g4*  r(j  _g2A)  (t  _[_  g2/-iy 


1  _  g2ft  ^_  g4/>  1  _^  g2  A-l  _|_  g4  A-2 

où  nous  pouvons  poser 

(1— ^A-«  +  ^*-*)(l-f'2«*-*)    =     l  +  (?6/'~3, 

(l+g2/i  +  <24")(l  —  22/t)  =  1  — î6/i, 
(1  +  g»*— *  +  g^*— ■)  (1  —  q2h~x)  =  1  — 26/'-3, 

(  1  _  g2h  _j_  g4A)  (  !  _J_  g2A)    =     J  _^_  g» 

Grâce  à  ces  transformations,  la  série  de  facteurs 
ci-dessus  devient  identique  au  second  membre  de  (7), 
où  l'on  a  fait  c  =  3;  et  nous  obtiendrons  donc 


-f-oo  -}-oo 


vw?2  4-  3  n2 


=  1  + 


22 


+ 


-00  00 

Q.n2 


Z(f 


=   1  +  2 


1  —  o  2  1  +  72   i     3 1  —  Q3   : 

^+2^  +  23r-y.+ 


1 


l(19) 


Si  l'on  se  sert  des  signes  de  sommation,  cette  équa- 
tion peut  s'écrire  sous  la  forme 


1+2JT 

—  1  +  2 


1   _  g2»-l 


1+Y* 


- — * f-o2"-— - 

l_g6n-3^(-/      j[_|_ 


g6rc 


00  00 


g(3»i-H)(2n— 1)/J  (72"-1) 

+  (g(6»«  -M)2n_  g(6w  +  4)  2n\  /  |  _|_  g2»\ 
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Dans  cette  identité  entrent  des  termes  de  la  forme 
q(6m  +  i)2n  et  y(6m+5)2n^  qm-  peuvent  être  éliminés  au  moyen 
des  équations 


00  00 


00  00 


V 


00  00 


im  +  l)2n    __ 


!  m  +  5)  2ra    __ 


o  1 

00  00 


,(3  m  +  1  )  2n n(6  m  +  4)  2n 


g(3  m  +  2)  2n  .  ^(6  to  +  2)  2ra 


dont  la  validité  devient  évidente,  si  l'on  développe  les 
deux  membres  suivant  les  valeurs  croissantes  de  m. 
L'expression  ci-dessus  se  réduira  alors  à 


+  00  +00 


00  00 


^2  +  37*2      =      1_|_2 


v(3m  +  l)w n(3  m -}- 2)  n 


-00  00 


_L2tf(3™  +  l)4ra_  2tf(3™  +  2)4n 


(20) 


En  ce  qui  concerne  les  solutions  de  l'équation 

m2  +  3n2  =  N,  (21) 

nous  pouvons  comme  dans  les  cas  précédents,    en  sup- 
posant que  les  équations 

(3«i  +  l)ti  =  N%       (3w  +  2)n  =  N, 
(3wt+l)4n  =  N,     (3ro  +  2)4n  =  iV, 

aient  respectivement  ay,  bN,  cN  et  dN  solutions  en  nombres 
positifs  et  entiers,  conclure  qu'on  aura 

pN  =  2(ajv—  ^)  +  4(c,v —  dN). 

De  cette  équation  on  peut  déduire  un  théorème  qui 
doit  être  considéré  comme  nouveau  dans  la  théorie  de 
nombres,  parce  qu'il  ne  peut  pas  être  déduit  immédiate- 
ment des  théorèmes  connus: 
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Si  un  nombre  N  contient  les  facteurs  premiers 
Pi>  P2>  "-y  de  la  forme  3m-\-l  avec  les  exposants  ax)  a2, . .. 
et  si  les  facteurs  premiers  de  la  forme  3m  -f-  2  n'y  entrent 
qu'à  des  puissances  paires ,  le  nombre  des  solutions  de 
l'équation  m2-\-3n2  =  N  est  exprimé  par 

px  =  2(ax  +  l)(a2  +  l)  ..., 

si  N  est  un  nombre  impair,  et  par 

pN=  6(^+1) fa+l)  ... 

si  N  est  pair.  Si,  au  contraire,  N  contient  un  facteur 
premier  de  la  forme  3m-\-2  à  une  puissance  impaire,  on 
aura  px  =  0. 

Si  l'on  applique  l'équation  (20)  à  la  sommation  de 
séries,  on  obtiendra 


-f-  00  -|-00 


f(m2+3n2) 


=  2 


f({3  m  +  1)  n)  —  f({3  m  +  2)  n) 

+  2/'((3w+  l)4w)  — 2/,((3w  +  2)4n) 


;    (22) 


où  l'on  n'a  pas   tenu  compte  du  terme  m  =  0  dans  le 
premier  membre. 
Par  exemple 

-|-eo  -|-oo 


-00  — oc 


1 

1 


\2*  n*J£j  1(3 «+  \f    '  (3 m  +  2)*J  \ 1  +  ¥) 

1  0 

=  \  ~i  %v  I"  3?  i      "'Jl        2^4?     5p  '   7p      "7\        477 
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Nous  examinerons  finalement  la  fraction 


2— a;  "  l  +  ^-^-fY*-2       i—fx  +  f1 

qui  se  décompose  en  une  somme  de  fractions 


A  |  A  |  ^3  A 


2_;r   '    1+^  +  ç2   '    l  +  ^  +  ç6  '   •'      !    1  —  ^-fç8 

j A . 

>i-?Hr 

où  les  coefficients  auront  les  valeurs 

1  +  ç27*     1—  g 


-4.  =// 


4  A— 2 


A  =  qA,  A-q8A,  •••<  ^4-%4A,  4  =  %8^ 

Si  l'on  fait  ici  a?  =  0,  on  trouvera 


2i?(0) 


-  ^T  ^1qrn2  +  4n\ 


par  où  l'on  peut  obtenir  un  développement  en  série  de 
cette  somme  double  et,  par  des  procédés  analogues  à 
ceux  des  cas  précédents,  une  détermination  du  nombre 
des  solutions  de  l'équation 

m2+4w2  -  AT.  (24) 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  être  obtenu  d'une  autre 
manière  plus  simple,  en  comparant  l'équation  (24)  ou 
bien  m2-f-(2ra)2  ===  N  avec  l'équation  (12),  m2-{-n2  =  N. 
On  reconnaît  facilement  que,  si  N  est  ici  un  nombre 
impair,  m  sera  dans  le  dernier  cas  impair,  si  n  est  pair 
et  inversement,  et  que,  par  conséquent,  le  nombre  des 
solutions   de  (24)   est  dans  ce  cas  la  moitié  de  celui  de 
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l'équation  (12).  Si  N  est  pair,  mais  non  pas  divisible 
par  4,  m  et  n  seront  tous  les  deux  impairs  dans  l'équa- 
tion (12),  et  (24)  n'aura  pas  de  solutions.  Finalement, 
si  N  est  pair  et  divisible  par  4,  m  et  n  seront  tous  les 
deux  pairs  dans  l'équation  (12),  et  (12)  et  (24)  auront 
les  mêmes  solutions.  Le  résultat  peut  en  tous  cas  être 
exprimé  par  la  formule: 


4-00  +  C« 


/•(m2+4n2)  =  2 


/•((4m+l)n) 


-00  —00 


-/'((4m  +  3)w)-/'((4^+l)2^)  +  /'((4^+3)2w) 
+  2 /"((4  m  +  1)4  m)  -  2/((4«  +  3)  An) 

par  où  l'on  obtiendra,  par  exemple, 

+  00  +  0C 

1 


(25) 


—  00  00 


(ma+4n2)P 

_fr__L+JL)  y7!  y/_J l_\ 

\        2'-1   '^4p-1/^1/  w?^,  \(4«i-f  1)p     (4m  +  3p/ 

1  0 

+  *>  +30 

=  \2  ~~  ¥+'  +  4*]^  ^  (w2+»*)p  ' 


—  00  — oc 


Nous  ferons  encore  en  peu  de  mots  mention  de 
quelques  autres  cas  dans  lesquels  on  peut  appliquer  les 
formules  développées. 

Si  dans  l'équation  (18)  on  fait  x  =  — 2  on  obtiendra 

1  — g*"     l-f-^-1' 


4 <?(-?)_   ^ 
X  i 


1-L^2A      1  ^2/*— i 


Ce  produit  infini  est  d'après  (G)  égal  à 

+  00  +00 


HA-T- 


/2_|_m2_f_n2_j_j,2 
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où  le  signe  de  sommation  du  second  membre  désigne 
une  sommation  quadruple  étendue  à  toutes  les  valeurs 
entières  des  quatres  nombres  /,  m,  w,  p  à  partir  de  — oo 
jusqu'à  4"°°^  Y  compris  zéro.  Pour  cette  somme  qua- 
druple on  obtiendra  le  développement  en  série  connu  de 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  par  conséquent  la 
détermination  du  nombre  de  solutions  de  l'équation 


p+^+tf+p* 


N 


et  la  formule  de  sommation  pour   2'(4Y(/2+  w2+^2+P2)- 
De  plus,  si  dans  l'équation  (23)  on  pose  x  ==--  — 2, 
on  parviendra  au  cas  de  l'équation 

/2+w2+2w2+2/  =  N. 

J'ajouterai  les   résultats   suivants,   dont   on  peut  se 
note,    servir  quelquefois  en  physique  mathématique* 


+  00  -j-°° 


f(m2-\-  n2-\-  mn) 


00  00 

00  00 


=  6 


f((3w+l)»)-f((3»i  +  2)«) 


où  le  terme  n  =  m  =  0  doit  être  négligé,  et 
V (3  (m2+  n2-\-  mn  +  m  -f  n)  +  1) 


30  00 

00  00 


/X(3ro+l)(6»--5))--/,((3»ï  +  2)(6w--l)) 


*  La  démonstration  de  ce  théorème  est  développée  dans  un 
mémoire,  que  j'ai  l'intention  de  publier  dans  le  journal  de 
Borchardt. 
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où  l'on  doit,  dans  le  premier  membre,  tenir  compte  de 
tous  les  termes. 

Si,  dans  l'équation  w2+  en2  =  N,  c  est  négatif,  le  cas 
diffère  essentiellement  des  cas  traités  ci -dessus.  Dans 
ce  cas,  le  nombre  de  solutions  est  en  général  infini,  sauf 
dans  le  seul  cas  où  — c  est  un  carré  parfait. 

Nous   considérerons   ici  le  seul  cas  de  c  =  —  1  ou 

m2—n2  =  N.  (26) 

La  méthode  analytique  consiste  ici  encore  à  trans- 
former la  série 

-|-00 

nm2—n2 . 
7  ' 

mais  comme  l'exposant  est  égal  à  N,  nombre  entier  et 
positif  différent  de  0,  on  doit  ici  effectuer  la  sommation 
de  manière  que  m2 — nr  reste  toujours  positif.  Par  suite 
n  ne  peut  prendre  que  les  valeurs  entières,  positives  et 
négatives,  qui  sont  numériquement  plus  petites  que  m, 
tandis  que  m  peut  recevoir  toutes  les  valeurs  entières 
de  — go  jusqu'à  -f-co  ,  0  seul  étant  excepté. 
Par  conséquent  la  série  sera 

2  [ç  +  9*+ 52^+^+2^+2^+ 9»+  2^+ 2  <f+ 2  </+...], 

où  la  série  entre  crochets  peut  être  décomposée  de  la 
manière  suivante 

q  +  °l<]°+<2q>  ...  =?J±|, 
«/+2?»+29'\..=?'!±|, 
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et  ainsi  de  suite;  nous  obtiendrons  de  cette  manière 

+  *>  00 


22t~  = Jf < 


2  y.  ^L,  *        ' '  ^L,  q  \—a2n' 


Le  second  membre  de  cette  équation  peut  être  rem- 
placé par  les  deux  sommes 


00  00 

2V-i±£  - 1 


g{2» 


que  nous  traiterons  séparément. 

La  première  peut  être  rapportée  à  la  forme  générale 

00 


expression   qui    sera   identique  à  la  somme  ci-dessus,   si 
l'on  fait  x  =  l   et  si  l'on  remplace  q  par  q*. 
De  la  dernière  équation  ou 

on  tirera 

et,  par  conséquent,  l'équation  fondamentale 

w{x)  —  <fx*<p{qx)  =  ^|^^-  (29) 

^>(#)  est  complètement  déterminée  par  cette  équation, 
car  le  développement  en  série  par  lequel  <p(x)  est  primi- 
tivement définie  peut  facilement  être  déduit  de  cette 
équation.      Par  conséquent  toute  fonction  qui  satisfait  à 
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l'équation   fondamentale  sera   identique   à  ç>(x).     Mais  il 
est  évident  que  la  série 

qx  _gV_   ._gg^  +...--=  pte),      (qx<l) 

l  —  qx^l  —  tfx1    \—q3x   '  YK  "     u  ' 

satisfait  à  cette  équation  fondamentale,  car  on  aura 

q2X2wq(x)   =   -3 — p-  -f-  r-^ — 3-  -\-  -^ — ^  -J-  . . . , 
et  par  conséquent 


qx 


qx 
1  -{-qx 
1  —  ^' 


Nous    parviendrons   de   cette    manière    à    l'équation 

remarquable 

»  00 

^J  i  \—qnx       ^J   \  —  qnx  v     ; 

1  1 

Si   Ton   fait  ici   x  =   1  et  qu'on  remplace  g  par  q\ 
on  obtiendra 

1  1 

La  seconde  somme   qui   doit  être  transformée  peut 

être  rapportée  à  l'expression 

00 

J>   ?<2"-t)^2"-'  t  _L-s*  =  #*) ,  (32) 

fonction  qui,  comme  on  le  reconnaît  facilement,  satisfait 
à  l'équation  fondamentale 
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Par  là  (p{x)  est  complètement  déterminée.  La  même 
équation  est  vérifiée  par  la  série 

1  —  q2x   '    \—q6x   '    1—  q10x   '  rv  " 

car  cette  série  donne  pour,  q2x<  1, 

=  qx  r-^-  . 
2     1  —  q  x 

On  aura  donc 

00  00 

1  1 

d'où,  pour  x  =  1, 

00  oe 

1  1 

En  additionnant  les  deux  séries  (31)  et  (35),  on  ob- 
tiendra la  transformation  en  question  des  séries  qui 
entrent  dans  l'équation  (27),  savoir 

I  V  YV-2  -  Vf  q4n    i    g2""1  1 

—00  1 

ou  bien,    en  mettant    aussi   la    dernière    série    sous    la 
forme  d'une  somme  double, 


+  °°  00  00 

1 

9 


m-L—n*   __      y  X      \qAmn\qi2m— l)(2w-l) 


•     (36) 


On  peut  conclure  de  là  que  la  moitié  du  nombre 
des   solutions   de  l'équation  m2—n2  =  A7   est    égale  au 
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nombre    des    solutions   (m   et   n    positifs)   de    l'équation 

4mw  =  N  ou  de  l'équation    (2w  —  l)(2w  —  1)  =  iV: 

ces  deux  équations  ne  peuvent  pas  avoir  lieu  en  même 
temps.     Ce  résultat  peut  encore  être  exprimé  ainsi  : 

Le  nombre  des  solutions  de  V équation  m2 — n2  =  N 
est  égal  au  double  du  nombre  des  diviseurs  de  N  ou  de 
%N,  selon  que  N  est  impair  ou  divisible  par  4.  Si,  au 
contraire,  N  n'est  divisible  que  par  2,  l'équation  n'a  point  de 
solutions. 

En  conséquence  de  (36),  on  aura  de  plus 

+  0O 


irJT/-0«W) 

00                   00                               °° 

=  ^y7[f(4fflw)  +  f(^-l)(2/t- 

1              1 

-!)]■ 

(37) 

Par  exemple, 

4-oo 

1  w   ' 

2^  j^  (m2—n2)" 

—  00 

00                                00                                               00                                                                      00 

.IViViiV      l       V 

1 

(2m  —  Vfj^  (2w-l)i 


=  \  g>p  ~r  /*  »  ~r  •  •  •  )  "     l  *      q„      r0  + 


qp  "  4p  i   "-y    i   \^     '   3p   [  5p 

Si  p  est  un  nombre  pair,  on  peut  trouver  la  valeur 
exacte  de  ces  deux  sommes. 


II.  28 
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NOTE. 

Lorenz  n'a  jamais  publié  aucun  mémoire  sur  ce 
sujet  dans  le  journal  de  Borchardt.  Mais  les  deux  théo- 
rèmes qu'il  cite  peuvent  facilement  être  déduits  du 
dernier  théorème  démontré  pag.  421  sur  le  nombre  des 
solutions  de  l'équation  N  =  m2-\-3n2. 
L'équation 

N  =  m2-\-n2~\-mn  (a) 

peut  s'écrire 

42V  =  (2w  +  w)2+3w2,  (b) 

par  où  l'on  reconnaît  immédiatement  que  toute  solution 
de  l'équation  en  question  donne  une  solution  de  l'équation 

4iV  =  ml  +  3nl,  (c) 

et  comme,  dans  cette  équation,  m1  et  nx  sont  en  même 
temps  pairs  ou  impairs,  toute  solution  de  l'équation  (c) 
fournira  une  solution  de  l'équation  (a).  Le  nombre  des 
solutions  de  (a)  est  donc  égal  à  celui  de  (c),  ce  qui  dé- 
montre la  première  proposition  de  Lorenz. 

La    seconde    peut    être    démontrée    d'une    manière 
analogue.     Si  l'on  a 

N  =  3  (m2-\-  n2-\-  nm  -f-  m  -f-  n)  -\-  1 ,  (d) 

on  aura 

4iV  =  3(2w  +  n+l)2+(3n+\f.  (e) 
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Mais  N  et  par  conséquent  4iV  doivent  être   de  la 
forme  3^4-1,  et  si  l'on  pose 

AN  —  3wî  +  n;,  (f) 

n1  sera  de  la  forme  3p  -^  1  ;  par  conséquent,  soit  nx  soit 
—  nx  qui  tous  deux  satisfont  à  l'équation  (f),  sera  de  la 
forme  3j9  — f-  1 ,  tandis  que  ml  et  nx  seront  en  même 
temps  pairs  ou  impairs.  Par  conséquent,  à  toute  solu- 
tion de  (f)  pour  laquelle  nx  est  de  la  forme  3p  -f- 1 
correspondra  une  solution  de  l'équation  (e).  L'équation 
(e)  a  donc  un  nombre  de  solutions  qui  est  la  moitié  de 
celui  de  l'équation  (f). 

Par  conséquent,  on  aura 

+  00  -f  00 

f(3  (m2-)-  n2-^  mn  -f-m-j-  n)  -f- 1) 


[/((3m+l)(3n+l))-A(3«t+2)(3n+2))]. 


De  plus,   on   peut   négliger    toutes    les  valeurs    de 

3n-\-\    et   3w  +  9  qui  sont  paires  ;   car  à  toute  solution 

de  l'équation 

N  =  (3m+l)(3n+l), 

où  (3^+1)  est  un  nombre  pair,  correspond  une  solution 

de  l'équation 

N  =  (3m1+2)(3wI+2), 
à  savoir 

.V=(6M  +  2,(3^+l)), 

où  (6  m  4- 2)  est  pair. 

Mais  un  nombre  impair  de  la  forme  3p-\-l  peut 
toujours  être  écrit  sous  la  forme  6» — 5,  et  un  nombre 
impair  de  la  forme  3j?  +  2  sous  la  forme  6w — 1. 
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SUE  LA  COMPENSATION 

DES  ERREURS  D'OBSERVATION. 


SUR 
LA  COMPENSATION  DES  ERREURS  D'OBSERVATION. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK,  1872,  P.  1-20.*  *  NOTE  1. 

(Lu  dans  la  séance  de  l'Académie  des  sciences,  à  Copenhague,  le  12  janvier  1872.) 

I. 

Introduction. 

fei  l'on  a  plusieurs  observations  qui  dépendent  en 
quelque  manière  les  unes  des  autres,  on  peut  souvent 
déterminer  les  valeurs  particulières  observées  avec  une 
précision  plus  grande  que  celle  qui  ressort  des  observa- 
tions immédiates.  La  condition  pour  qu'on  puisse  de 
cette  manière  diminuer  ou  compenser  les  erreurs  com- 
mises dans  les  observations  consiste  en  général  en  ceci, 
que  les  vraies  valeurs  des  quantités  observées  soient  des 
fonctions  d'une  ou  plusieurs  variables,  dont  les  valeurs 
vraies  ou  probables  sont  connues  pour  chaque  observa- 
tion. 

Si  ces  fonctions  diffèrent  pour  toutes  les  observations, 
on  doit,  au  moins,  quand  une  compensation  est  possible, 
connaître  leurs  formes,  et  le  nombre  des  constantes  in- 
connues dont  elles  dépendent  doit  être  plus  petit  que 
celui  des  observations.  Au  contraire,  si  les  fonctions 
elles -mêmes  sont  complètement  inconnues,  ce  qui  est 
souvent  le  cas   en   réalité,    il   faut   qu'on  sache   que   les 
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valeurs  vraies  de  plusieurs  quantités  observées  peuvent 
être  exprimées  par  la  même  fonction. 

Les  valeurs  observées,  qui,  du  reste,  au  lieu  d'être 
immédiatement  observées,  peuvent  être  le  résultat  d'une 
ou  plusieurs  observations,  combinées  avec  des  quantités 
indépendantes  des  observations,  étant  désignées  par 

0„    02,    0„    ...,    on, 

les  valeurs  vraies  correspondantes  seront  représentées  par 

(y     cy     cy  o' 

Si  ces  dernières  quantités  sont  des  fonctions  d'une 
ou  plusieurs  variables,  on  pourra,  au  moins  approxima- 
tivement, exprimer  ces  quantités  comme  fonctions  liné- 
aires de  constantes  inconnues  ou  éléments,  9f ,  33',  (£'  . . ., 
dont  le  nombre  est  0,  de  manière  qu'on  peut  approxima- 
tivement ou  exactement  écrire 


0[  =  a1W+h1W+c1®  ... 
0[  =  a&'+h&'+cfi'  ... 


(i) 


où  maintenant  les  coefficients  a,  b,  c,  ...  affectés  d'in- 
dices sont  des  fonctions  connues  ou  inconnues  des  varia- 
bles connues  pour  chaque  observation. 

S'il  n'y  a,  par  exemple,  qu'une  quantité  observée, 
on  aura  0[  =  0[  =  0[  . . . ,  et  l'on  pourra  poser 
qi  =  q2  =  q3  . . .  =  1 ,  tandis  que  les  autres  termes 
s'évanouiront,  de  manière  que  %'  devient  la  seule  quan- 
tité inconnue  dont  la  valeur  probable  doit  être  déter- 
minée par  les  observations. 

S'il  n'y  a,  pour  citer  un  autre  exemple  très  étendu, 
qu'une  variable  indépendante  t,   qui  pour  les  différentes 
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observations  01,  02,  03  . . .  a  les  valeurs  tx,  t2,  t3  . . ., 
û1?  bj,  Cj  ...  seront  des  fonctions  de  tt,  ct2,  b2,  c2  ...  des 
fonctions  de  t2  . . .  Si ,  de  plus ,  ces  fonctions  ne  sont 
pas  connues,  mais  si  l'on  sait  que  0[,  0'2,  0[  ...  sont 
exprimées  respectivement  par  la  même  fonction  de 
t\ ,  t2 ,  £,...,  on  pourra  essayer  d'obtenir  des  détermi- 
nations de  0[ ,  02 ,  03  . . .  soit  par  un  développement  en 
série  suivant  les  puissances  de  t,  par  où  on  aura  c^  =  1, 
ba  =  tx ,  ct  =  t\ ,  ...  et  ainsi  de  suite ,  soit  par  un  dé- 
veloppement suivani  les  puissances  d'une  fonction  de  t 
appropriée  aux  circonstances  données.  Parfois  un  dé- 
veloppement suivant  des  fonctions  périodiques  peut  être 
avantageux. 

Il  est  un  cas  où  les  coefficients  a,  b,  c  . . .  peuvent 
être  choisis  arbitrairement;  c'est  celui  où  l'on  suppose 
que  le  nombre  des  éléments  des  équations  (1)  est  égal 
au  nombre  n  des  observations.  Mais,  dans  ce  cas,  on 
ne  pourrait  évidemment  obtenir  aucune  compensation  au 
moyen  de  ces  équations,  et  elles  ne  fourniraient  aucune 
relation  entre  les  observations. 

Le  dernier  exemple  indique  déjà  une  proposition 
qui  résultera  avec  plus  de  précision  des  recherches  sui- 
vantes, à  savoir  que  les  valeurs  a,  b,  c  . . .  qui  satisfont 
exactement  aux  équations  (1),  et  que  nous  dénomme- 
rons les  vraies  valeurs ,  ne  sont  pas  nécessairement  iden- 
tiques à  celles  qui  donnent  la  compensation  la  plus  avan- 
tageuse. Le  seul  cas  d'exception  est  celui  où  il  n'y  a 
qu'un  élément. 

On  a  toujours  jusqu'ici,  en  exécutant  une  compen- 
sation au  moyen  de  la  méthode  des  moindres  carrés, 
considéré  les  valeurs  vraies  des  coefficients  a ,  b ,  c  . . . 
comme  des  quantités  données,  dont  les  valeurs  devraient 
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nécessairement  passer  sans  changement  des  expressions 
vraies  des  observations  aux  valeurs  compensées.  On  a 
ainsi  négligé  l'existence  possible  d'autres  valeurs  de  ces 
coefficients  qui  pourraient  amener  une  compensation  plus 
avantageuse,  et  l'on  a  écarté  le  cas  où  il  serait,  par  ex- 
emple, préférable  de  supprimer  l'une  d'elles  que  de  la 
conserver.  Les  conditions  sous  lesquelles  une  telle  omis- 
sion doit  être  considérée  comme  plus  avantageuse  seront 
précisément  indiquées  dans  ce  qui  suivra. 

Mais  si,  même  dans  le  cas  où  l'on  connaît  les  valeurs 
vraies  des  coefficients  a,  6,  c,  . .  . ,  la  question  n'est  pas 
tranchée,  de  savoir  s'il  n'y  a  pas  d'autres  valeurs  plus 
favorables  pour  la  compensation,  il  y  a  d'autant  plus 
lieu  de  poser  cette  question  dans  le  cas  où  l'on  ne  con- 
naît pas  les  valeurs  de  ces  coefficients,  mais  où  ils  ne 
peuvent  être  exprimés  qu'approximativement,  par  ex- 
emple, par  un  développement  en  série.  Le  problème  à 
résoudre  sera  donc  de  trouver  combien  de  termes  de  la 
série  et  lesquels  on  doit  conserver,  puis  de  décider,  si 
l'on  a  essayé  de  se  servir  de  différents  développements, 
lequel  d'entre  eux  donne  la  compensation  la  plus  avan- 
tageuse. 

Nous  ne  pouvons  donc  dans  aucun  cas,  sauf  dans 
le  cas  d'un  élément  unique,  considérer  les  coefficients 
et,  b,  c,  . . . ,  qui  seront  employés  par  la  compensation, 
comme  des  données.  Mais,  d'autre  part,  il  ne  peut  être 
question  de  déterminer  au  moyen  des  quantités  observées 
les  fonctions  des  variables  indépendantes  qui  donneraient 
absolument  la  compensation  la  plus  favorable.  Le  pro- 
blème doit  être  limité  de  manière  à  indiquer  les  condi- 
tions générales  de  la  compensation  la  plus  favorable 
sous    une    forme    telle    qu'il    soit    toujours    possible    de 
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choisir,  parmi  plusieurs  compensations  qui  pourraient 
être  employées,  celle  qui  doit  être  considérée  comme  la 
plus  favorable. 

2. 
Transformation  des  coefficients. 

Dans  ce  qui  suit  on  se  servira  souvent  d'expressions 
de  la  forme 

où  l'indice  r  représente  l'un  quelconque  des  nombres 
1,  2,  3  ...  9t.  Il  sera  convenable  de  transformer  d'abord 
ces  expression  par  l'introduction  des  quantités  nouvelles 
a11  «2,  /?!,  «3,  /9„,  yx  ...,  qui  sont  déterminées  par  les 
équations  suivantes 

[paa]«2+[^a6]/91+[pac]  =  0, 
|>Ba]^+[jibb]A+l>*c]  =  0, 

[paa]a3+[paK]/32+[pac~]ri+lptà~]  =  0, 
[pha-]a5+\pbh]^+[phc]ri+[phbi  =  0, 
lpta]a3+{_pch']^+[pcc]r1+lpcb]  =  0, 

où  l'on  s'est  servi  de  la  notation  abrégée  ordinaire  de 
la  sommation,  à  savoir  [pah]  au  lieu  de  p1a1^lJrP2ci2b2 
•  • .  -^-pndnhn  etc.  Les  quantités  p1<t  p2,  .  . .,  pn  désigneront 
dans  ce  qui  suit  les  poids  correspondants  aux  observa- 
tions Ov  02,  . . .,  On. 
Puis,  si  l'on  pose 


(2) 


a f  Ur  7 

br  =    <Xr(J.f\-  &r  7 

Cr  =    Ûr«2+  ^rA+  Cr  , 

r/r  =    Ûrtt3+  br^-T-  Cr/^4-  tV  , 


(3) 
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on  aura 

[paa]  =  [paa],  ] 

[pbb]  =  [pa^a.+  lphb],  I 

[pcc]  =  bacJ^+C^bcJA+^cc], 

tandis  que  les  équations  (2)  donneront 

[pab~]  =  0,     [j9ac]  =  0,     [pad]  =  0,     . 

[pôc]  =  0,     [pbd]  =  0,     . 

[pe*cT]  =  0,     . 


(4) 


(5) 


Si  nous  introduisons  de  plus,  dans  l'expression  con- 
sidérée 

les   constantes  nouvelles  A,  B,    C,   . . . ,    au   moyen  des 

équations 

%  =  A  +  Ba1+Ca2  +  Dai+..., 

23  =  B   +  C&+D&+...,  (6) 

«-  C    +  Ifc+..M    . 

l'expression   sera   transformée  en  une  autre  de  la  même 
forme  et  ayant  le  même  nombre  de  termes,  savoir 

arA  +  brB  +  crC+drD+...  (7) 

Dans  cette  expression  les  nouveaux  coefficients  a,  6,  c, . . . 
satisferont  donc  aux  équations  (5). 

3. 

Compensation  par  des  fonctions  linéaires  des  observations. 

Les    quantités   compensées    qui    correspondent    aux 
quantités  observées  x 

0t,     02,     08,     ...,     On 
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seront  désignées  par 

Orh't.     <VKi     03+v3,     ...,     On  +  vm. 

On  peut  toujours  supposer  que  le  calcul  de  ces 
valeurs  soit  exécuté  au  moyen  d'expressions  de  la  forme 
(7),  de  manière  qu'on  peut  poser 

Or+vr  =  arA  +  brB  +  crC+  ...  (8) 

où  r  =  1,  2,  ....  w.  Les  coefficients  a,  b,  c,  ...  sont 
formés  avec  a,  b,  c,  ...  de  la  manière  indiquée  dans  le 
paragraphe  précédent  et  ils  satisferont  donc  aux  équa- 
tions (5). 

Comme  les  coefficients  originaires  o,  b,  c,  ...  ne 
doivent  pas  nécessairement  satisfaire  exactement  aux 
équations  (1),  nous  pourrons,  en  introduisant  les  nou- 
veaux coefficients  et  les  nouvelles  constantes  A',  B',  C, . . ., 
écrire 

0'r  +  v'r  =  M'+  WB'+  crC'+  ...  (9) 

Tandis  qu'on  doit  de  cette  manière,  si  l'on  se  sert 
des  coefficients  choisis  a,  b,  c,  ...  introduire  des  correc- 
tions (v'r)  dans  les  valeurs  vraies  (0'r)  correspondantes 
aux  observations,  nous  pourrons  imaginer  une  troisième 
suite  de  quantités 

O"      O"      O"  O" 

1  '  2  '  V   3  '  *    "   *  '  Wn  1 

qui  à  présent  se  comporteront  comme  les  valeurs  vraies, 
c'est-à-dire  comme  des  quantités  pour  lesquelles  les  cor- 
rections calculées  s'évanouiront.  Nous  aurons  donc  pour 
cette  suite 

Or'  =  arA"+  brB"+  cr  C"+  ...  (10) 
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Les  constantes  A,  B,  C,  . . .,  des  équations  (8)  doi- 
vent en  général  être  considérées  comme  des  fonctions 
des  valeurs  observées  et  des  coefficients  choisis  a,  b,  c,  . . . 

Il  sera  pourtant  nécessaire  de  restreindre  ici  la  géné- 
ralité du  problème  par  la  condition  que  A,  B,  C,  . . . 
soient  des  fonctions  linéaires  des  valeurs  observées. 

Nous  poserons  donc 

A  =  xflt+xfi,+  . . .  +xnOx  =  [xO]  ,1 

B  =  [yO],     C  =  [zO],    ....,  }      (U> 

où  x,  y,  z,  . . . ,    affectés   d'indices   dépendent  des  coeffi- 
cients a,  b,  c,  ...  et  par  conséquent  aussi  de  a,  b,  c,  ... 
mais  sont  indépendants  des  valeurs  observées. 
L'équation  (8)  est  ainsi  transformée  en 

Or  +  vr  =  ar  [xO]  +  br  [tjO]  +  cr  [>0]  ....        (12) 

Si  les  quantités  0'r'  sont  calculées  de  la  même 
manière,  on  aura 

A"  =  [xO"l    B"  =  [yO"],     C"  =  [zO"l    ...  ;    (13) 

mais  les  corrections  calculées  doivent  ici  s'évanouir,  et 
par  conséquent  les  équations  (10)  seront  exactement 
vérifiées  par  ces  valeurs  des  constantes.  C'est  pourquoi 
nous  pouvons  éliminer  les  quantités  0'r'.  Car,  si  l'on 
multiplie  l'équation  (10)  par  xr,  et  si  l'on  additionne  les 
différentes  expressions  obtenues  en  posant  r  =  1, 2, . . .  », 
on  aura 

[W]  =  \ax\  A"+  \bx]  B"+  [ex]  C'+  . . . , 
et  par  conséquent 

A"=  [ax]A"+[bx]B"+[cx]C"+  ... 
et  par  analogie 
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B" 

C" 


[ay]  A"+  [by]  B"+  [ey]  C'+ 
[az]  A"+  [bz]  B"+  [ez~\  C'+ 


Cependant,  comme  les  coefficients  A",  B",  C",  ... 
sont  des  quantités  qui  ne  peuvent  pas  être  déterminées, 
les  équations  formées  de  cette  manière  doivent  être 
identiques,  et  les  coefficients  a?,  y,  z  doivent  donc  satis- 
faire aux  équations 


[ax]  =  1,  [ay]  =  0,  [az]  =  0, 
[bx]  =  0,  [%]  =  1,  [bz]  =  0, 
[ex]   =  0,     [cy]  =  0,     [cz]  =--  1, 


(14) 


Le  nombre  de  ces  équations  est  e2,  si  e  est  le  nombre 
des  éléments,  tandis  que  le  nombre  des  coefficients 
#,  y,  z,  ...  est  en.  C'est  seulement  dans  le  cas  de 
e  =  n  que  les  coefficients  x,y,  z,  ...  seraient  complète- 
ment déterminés  par  les  équations  (14),  et,  si  l'on  em- 
ployait les  valeurs  ainsi  déterminées,  on  trouverait  toutes 
les  corrections  vr  =  0. 

Si  les  coefficients  x,  y,  z,  ...  sont  remplacés  par 
les  coefficients  nouveaux  $,  37,  J\  ...  définis  par  les 
équations 


*'  ? 


ih 


pr  br 

JpbVÏ 


V'- 


K>f> 


[pcc] 


(15) 


les  équations  de  condition  de  ces  nouveaux  coefficients 
seront 


K]  =  0,     [arj]  =  0, 
[bç\  _  0,     |ô,]   =  0, 


[6CJ  =0,    ...   \ 


(16) 
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Les  conditions  (14)  ou  (16)  doivent  donc  être  rem- 
plies pour  toute  compensation  dans  laquelle  les  valeurs 
compensées  des  observations  doivent  être  des  fonctions 
linéaires  des  valeurs  observées.  Reste  à  déterminer  les 
conditions  de  la  compensation  la  plus  favorable;  mais 
cette  question  ne  peut  être  tranchée  que  par  un  calcul 
de  probabilités,  et  les  règles  qui  doivent  être  employées 
seront  traitées  en  détail  dans  le  paragraphe  suivant. 

4. 
Calculs  de  probabilités. 

Après  qu'on  a  exécuté  une  observation,  l'erreur 
qu'on  a  commise  sera  une  quantité  complètement  déter- 
minée, savoir  la  différence  des  valeurs  vraie  et  observée; 
mais  avant  l'observation  et,  par  conséquent,  avant  que 
cette  quantité  ait  reçu  une  valeur  déterminée,  il  y  a  la 
possibilité  d'une  multitude  infinie  de  valeurs  pour  l'ob- 
servation et  pour  son  erreur.  Nous  partirons  de  ce  point 
de  vue  aprioristique ,  en  supposant  que  le  calcul  est 
exécuté  avant  toute  observation  et  qu'on  doit,  par  suite, 
tenir  compte  de  toutes  les  valeurs  possibles  de  l'erreur. 

En  ce  qui  concerne  les  erreurs  d'observation  elles- 
mêmes,  nous  supposerons  que  la  probabilité  des  erreurs 
possibles  de  chaque  observation  prise  séparément  est 
déterminée  par  la  loi  exponentielle  des  erreurs.  La 
validité  de  cette  supposition  est,  comme  on  sait,  fondée 
sur  ce  que  l'on  peut  imaginer  que  les  erreurs  sont  pro- 
duites par  une  multitude  d'erreurs  partielles  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre  qui,  prises  chacune  séparément, 
influent  sur  l'erreur  totale.  Gela  implique  une  supposi- 
tion double  en  ce  qui  concerne  les  observations  elles- 
mêmes,  à  savoir: 
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1)  Que  l'erreur  commise  dans  une  observation  parti- 
culière n'influe  sur  aucune  autre  observation; 

2)  Que  chaque  erreur  d'observation  peut  indifférem- 
ment prendre  les  mêmes  valeurs  positives  et  négatives. 

Outre  les  erreurs  d'observation,  une  autre  espèce 
d'erreurs  intervient  encore  dans  les  valeurs  compensées; 
c'est  celle  qui  provient  de  la  différence  entre  les  coeffi- 
cients choisis  a,  b,  c,  . . . ,  et  leurs  valeurs  vraies.  Tandis 
que  les  erreurs  d'observation,  que  nous  désignerons  par 
u,  sont  déterminées  par 

Mr    =     O'r  —  Or,  (17) 

l'autre  espèce  d'erreurs,  que  nous  nommerons  erreurs 
de  formule  et  que  nous  désignerons  par  ?/',  peut  être 
définie  par  l'équation 

U'r    =    Of;  ~0'r.  (18) 

Pour  ces  erreurs  on  aura  de  même  avant  le  choix 
des  coefficients  a,  b,  c,  ...,  une  infinité  de  valeurs  pos- 
sibles; mais  nous  n'avons  aucun  moyen  de  déterminer 
les  lois  des  erreurs  valables  ici,  et  surtout  il  n'y  a  au- 
cune raison  pour  supposer  ici  la  validité  de  la  loi  ex- 
ponentielle, comme  nous  l'avons  fait  pour  les  erreurs 
d'observation. 

Nous  pourrons  pourtant  toujours  supposer  remplies 
les  deux  conditions  suivantes  :  1)  toutes  les  erreurs  de 
formule  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre;  2)  elles  peu- 
vent toutes  prendre  indifféremment  les  mêmes  valeurs 
positives  et  négatives.  Or  les  n  erreurs  de  formule  ne 
dépendent  que  du  choix  des  u  coefficients  a,  b,  c,  ..., 
et  l'on  peut  toujours  supposer  que  les  choix  arbitraires, 
en  nombre  infini,   de  ces  coefficients  varient  de  manière 

II.  29 
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à  faire  qu'une  erreur  de  formule  parcoure  toute  la  série 
de  ses  valeurs,  tandis  que  les  autres  ne  varient  pas 
et  qu'en  même  temps  chacune  des  erreurs  prend  aussi 
souvent  les  mêmes  valeurs  positives  que  négatives.  Il 
va  sens  dire  que  les  erreurs  de  formule  sont  en  tout 
cas  indépendantes  des  erreurs  dues  aux  observations 
elles-mêmes. 

Nous  définissons  comme  à  l'ordinaire  Ja  valeur 
moyenne"  d'une  fonction  des  erreurs  comme  la  somme 
des  valeurs  que  la  fonction  prend  en  tous  cas  possibles, 
divisée  par  le  nombre  de  ces  cas.  Si  la  même  valeur 
se  présente  plusieurs  fois,  il  faut  la  compter  autant  le 
fois  qu'elle  intervient.  Gomme  notation  de  la  moyenne 
d'une  fonction  on  se  servira  dans  ce  qui  suit  d'un  trait 
horizontal  sur  le  symbole  de  fonction:  ainsi  u  désigne  la 
moyenne  de  u.  Il  suit  de  nos  suppositions  sur  les  er- 
reurs que  la  moyenne  d'un  produit  .de  deux  facteurs 
dont  l'un  est  une  fonction  d'erreurs  qui  n'entrent  pas 
dans  l'autre  est  égale  au  produit  des  moyennes  des  deux 
facteurs,  et  que  la  moyenne  d'une  puissance  impaire 
d'une  erreur  est  nulle.  Si  nous  remplaçons  une  fonc- 
tion U  des  erreurs  inconnues,  par  F,  l'erreur  commise 
sera  U — V.  „L'erreur  moyenne"  M  de  la  même  sup- 
position sera  définie  par 


M2  =  {U—V)\ 

Plus  petite  est  cette  erreur  moyenne,  plus  avan- 
tageuse" est  jugée  la  détermination.  Gomme  M2  a  sa 
plus  petite  valeur  pour  V  =   U,  savoir  la  valeur 

M2=  TT2—(V)2,  (19) 

la  plus   avantageuse   détermination   de  ur  sera   ur  ■=  ur 
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=  0,  et  le  carré  de  son  erreur  moyenne  sera  ul.  Le 
„poids"  p  de  cette  détermination  ou  de  la  valeur  obser- 
vée Or  est  inversement  proportionnel  au  carré  de  l'er- 
reur moyenne  de  la  détermination,  d'où  il  suit  que 

PiUi     =  P2U2  •    =  PnUn    =    m2,  (20) 

où  m  désigne  l'erreur  moyenne  de  l'unité  arbitraire  de 
poids.  Ces  relations  ne  sont  valables  que  pour  les  er- 
reurs d'observation,  mais  non  pour  les  erreurs  de  for- 
mule. 

Gomme  nous  supposons  que  les  erreurs  d'observation 
sont  assujetties  à  la  loi  exponentielle  des  erreurs,  nous 
dirons,  conformément  au  principe  d'où  la  „ méthode  des 
moindres  carrés"  a  tiré  son  nom ,  que  les  valeurs  les 
plus  probables  des  valeurs  observées  seront  celles  pour 
lesquelles  la  somme 

[p  (0'—  0 —  vf]  =  [p  (u  —  vf]  *  *  NOTE  2. 

devient  un  minimum.  Dans  la  méthode  ordinairement 
suivie  pour  le  calcul  des  valeurs  les  plus  probables,  on 
n'a  pas  considéré  les  coefficients  a ,  b ,  c ,  . . . ,  comme 
variables,  et  le  problème  peut  alors,  comme  on  sait, 
être  réduit  à  chercher  le  minimum  de  la  somme  [j?tfa]. 
Mais  on  reconnaît  facilement  que  cela  ne  saurait  être 
permis  ici,  où  les  coefficients  a,  b,  c,  . . . ,  sont  supposés 
variables,  par  cette  première  raison  que,  dans  le  cas  où 
l'on  choisirait  autant  d'éléments  que  d'observations, 
toutes  les  corrections  vr  s'évanouiraient  et  que  par  con- 
séquent le  minimum  absolu  de  [pv2]  serait  zéro.  Mais 
à  ce  minimum  ne  correspondrait  évidemment  pas  la 
compensation  la  plus  avantageuse.  Comme  nous  ne 
connaissons  pas  la  grandeur  des  erreurs  vr,  nous  devons 

29* 
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à   l'égard  de   [p(u —  vf]   chercher    sa    détermination   la 
plus  avantageuse,  savoir  sa  valeur  moyenne 


[p(u  —  <], 

et  au  minimum  de  cette  quantité  correspondra,  par  suite, 
la  compensation  qui  doit  être  considérée  comme  la  plus 
avantageuse. 

5. 

La  compensation  la  plus  avantageuse. 

On  a,  d'après  les  équations  (10),  (11)  et  (12), 


Or  +  vr  =  ar[xO~]  +  br[yO]  +  Cr[zO]+  ...i    ) 
O'r  =  ar[xO"]  +  br[yO"]+cr[zO"] +  ...,} 


(21) 


et  comme  0'r' — Or  =  ur-\-u'r,  on  obtiendra,  par  sous- 
traction de  ces  deux  équations, 

Ur Vr    =     —  ll'r  +  Cfr  [x  {il  -f  u')~]  -f-  br  [//  (U  +  u')]  +  .  .  .    (22) 

Si  nous  écrivons 

*  NOTE  3.  |  p  (U  —  vf]    =    [p  U*]  —  2  [  p  U v]  -j-  [  p  V2]  * 

le  dernier  de  ces  trois  termes  sera  déterminé  par  la 
première  équation  (21);  au  contraire,  les  deux  premiers 
contiendront  les  erreurs  inconnues.  Aussi  ne  pouvons- 
nous  seulement  que  déterminer  les  valeurs  les  plus  avan- 
tageuses de  ces  deux  ternies. 

On  a,  d'après  l'équation  (20), 

[pu2]  =  nm\  (23) 

et,  d'après  l'équation  (22)  ci-dessus, 

prUrVr    —    prUr(Ur-\-Ur) pr  ar  Ur  [x  (U  -f-  u')] 

—  PrbrUrljjiU^iï)]  ..., 
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par  où  nous  trouverons  facilement,  au  moyen  de  la 
règle  de  la  détermination  de  la  valeur  moyenne  donnée 
dans  le  paragraphe  précédent, 


[pu  v]  =  [pu2"]  —  [pu2  aœ]  —  [pu2by~]  —  ... 

Cette  expression   se   réduit   en   vertu   des   équations 
(20)  à 

nm2 —  m2[ax]  —  m2[by\  —  ...  ; 

ensuite  nous  obtiendrons  au  moyen  des  équations  (14) 


[j?M#]  =  nm2 —  wn2-  (24) 

Par  conséquent,  si  nous  désignons  la  valeur  moyenne 
cherchée  de  [p(u— vf]  par  F,  en  posant 

V  sera  déterminée  par 

V  =  [pv2]  +  (%e  —  n)m\  (25) 

Gela  fait  ressortir  qu'on  doit  considérer  comme  la 
plus  avantageuse  la  compensation  pour  laquelle  la  quan- 
tité  [pv2]  -{-[2e  —  n]m2  et  par  conséquent  aussi 

[p  r ]  -{-2  e  m2 

a  la  plus  petiU   valeur   pour  une   suite   donnée   d'obser- 
vations. 

Pour  un  nombre  invariable  e  d'éléments,  la  com- 
pensation la  plus  avantageuse  correspondra  donc  à  la 
valeur  minima  de  [j?#2];  c'est  pourquoi  nous  pourrons, 
les  coefficients  a,  b,  c,  ...  étant  donnés,  exécuter  le 
calcul  comme  à  l'ordinaire;  mais,  si  l'on  compare  deux 
développements    qui    sont    calculés    pour    des    nombres 
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différents  d'éléments,    on   doit   de   plus  tenir  compte  du 
nombre  des  éléments. 

Nous  pouvons  aussi  déterminer  la  valeur  moyenne 
de  [p(u— v)2\  d'une  autre  manière,  en  remplaçant  la 
vraie  valeur  de  [pv2]  par  la  valeur  la  plus  avantageuse 
de  cette  somme  calculée  avant  les  observations.  On  a, 
d'après  l'équation  (22) 


(ur  —  vrf  =  u'r(l  —  %arxr  —  %bryr...) 

+  ci  [x2  (w2+  ïï2j]  +  b}  [y2  (ï?-f  û'2)]  . . . 
+  %arbr[xy(û2+îi/2)]  +  . . . , 

par  où  l'on  obtient 

l>(t=irj-j 

=  [pw'2(  1 — 2 as— 2 by  ...)]  +  [j? «a]  [£P2(w2+  u'2)] 
+  [pbb][y\iï[+i4r*)]+...  (26) 

Ici  l'on  introduit  les  expressions  de  x,y,z  ...  données 
par  (15),  ce  qui  fait  intervenir  les  coefficients  nouveaux 
Ç,y,Ç...  qui  doivent  satisfaire  aux  conditions  (1G). 

Des  plus,  nous  emploierons  la  notation  abrégée 


,2 

*  NOTE  4.  m'    = 


n — e 


\nA\        pa° 


[flffl]  [P^^] 


(27) 


où  le  second  membre  est  toujours  positif,  à  moins  qu'il 
n'y  ait  pas  d'erreurs  de  formule,  auquel  cas  nous  aurons 
m'  =  0. 

L'équation  (26)  deviendra  donc 


[p(u-v)2]  =  (n-e)m'2+em2+lpaa][çXu2-{-iï2)] 

+  £pbb][rjXÛ*+ïï2)]+...  (28) 

Cette  expression  aura,  pour  des  valeurs  données  des 
coefficients  a,  b,  c,  ...  sa  valeur  minima  quand 
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fr    =    0,       7jr    =    0,       Cr   =   0,       ...  (29) 


si 


et  les  coefficients  x,  y,  z,  ...  seront  donc,  pour  la  déter- 
mination la  plus  avantageuse  de  (15)  fournis  par  les 
formules 

j)r(tr  prOr  prCr  /QA\ 

Si  l'on  emploie  ces  valeurs  des  coefficients  x,  y,  z,  . . . 
on  tirera  des  équations  (11)  et  (12) 


(31) 


[»*-CF°<H^-fêSH55F-  (32> 

Si  nous  voulons  de  nouveau  introduire  dans  ces  ex- 
pressions les  coefficients  primitifs  û,  b,  c,  ...  au  lieu  de 
a,  è,  c  . . . ,  cela  peut  facilement  se  faire  au  moyen  des 
équations  (3)  et  (4).  Si  nous  introduirons  en  même 
temps  les  constantes  Sï,  23,  (£,  . . .  au  lieu  de  A,  B,  C,  . . ., 
ce  qui  pourtant  sera  superflu  d'ordinaire  dans  le  calcul 
pratique,  les  résultats  prendront  la  forme  sous  laquelle 
ils  sont  présentés  d'habitude  dans  la  théorie  des  moindres 
carrés. 

Si  Ton  compare  les  deux  expressions  (25)  et  (28) 
de  la  valeur  moyenne  de  [jp(u— »)*],  on  obtiendra  avec 
les  valeurs  calculées  des  coefficients  x,  y,  z,  . . . ,  pour 
la  détermination  la  plus  avantageuse, 

m2+w'2  =  J  /W"1  .  (33) 

n — e 

L'erreur  moyenne  M  de  la  détermination 
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employée  pour  la  détermination  de  V  dans  (25)  est,  d'après 
l'équation  (19)  rapprochée  des  équations  (23)  et  (24), 
déterminée  par 


M2  =  ([pu2~]  —  %\_puv]Y—(Ze  —  nfm2. 

Le  calcul  de  la  valeur  moyenne  cherchée  ici  peut 
être  exécuté  sans  difficulté  et  le  résultat  prend  une  forme 
simple,  si  l'on  suppose  que  la  loi  exponentielle  des 
erreurs  est  valable  ici  pour  les  erreurs  des  observations, 
car  nous  obtiendrons,  grâce  à  ces  hypothèses, 

pi  Ur  =  3  m* 

et,  comme  résultat  final, 

*  note  5.  M 2  =  2  n  m4+  4m2  m'2  (n  —  e)  .*  (3  ï  ) 

11  en  résulte 

*  note  6.  M > |/2» •  m2* 

Comme  nous  avons,  de  plus,  d'après  la  détermina- 
tion la  plus  avantageuse  donnée  par  (33), 

[pv2]~>(n  —  e)m2, 

on  reconnaît  que  le  rapport  de  l'erreur  moyenne  M, 
que  nous  employons  pour  la  détermination  de  la  com- 
pensation la  plus  avantagense,  à  la  somme  [pv2]  con- 
verge vers  zéro  pour  un  nombre  croissant  d'observations, 
si  le  nombre  des  éléments  e  est  ou  un  nombre  donné 
ou  dans  un  rapport  donné  avec  le  nombre  n  des  obs< 
vations. 


453 

6. 

La  compensation  la  plus  avantageuse  calculée  d'une  autre 

manière. 

La  condition  de  la  compensation  la  plus  avanta- 
geuse trouvée  dans  ce  qui  précède  ne  dépend  pas  de  la 
loi  des  erreurs  de  formule  et  le  résultat  ne  doit  donc 
pas  varier,  quelles  que  soient  les  lois  de  ces  erreurs,  à 
condition  que  nos  deux  suppositions  relatives  aux  er- 
reurs soint  réalisées.  Pour  cette  raison  il  ne  sera  pas 
sans  intérêt  de  contrôler  le  résultat  trouvé  en  exécutant 
les  calculs  suivant  les  principes  appliqués  dans  la  mé- 
thode des  moindres  carrés  en  faisant  cette  hypothèse, 
que  la  loi  exponentielle  des  erreurs  soit  encore  valable 
pour  les  erreurs  de  formule  et  que  les  mêmes  poids,  pr, 
qui  correspondent  aux  erreurs  des  observations,  ur,  cor- 
respondent encore  aux  erreurs  de  formule,  u'n  tandis  que 
les  erreurs  moyennes  de  l'unité  de  poids  des  deux 
espèces  d'erreurs  peuvent  différer. 

En  partant  de  ces  deux  suppositions,  on  pourra 
dans  les  équations  (9)  et  (10),  savoir 

0'r  +  v'r  =  arA'  -f  brB'  +  crO  +  . . . , 
0';  =  arA"+brB"+crC"+..., 

traiter  les  quantités  0'r  comme  observations  ayant  les 
poids  pr  et  O'r  comme  les  valeurs  vraies  correspondantes. 
Les  constantes  A\  />",  O  . . .  devront  donc  être  déter- 
minées  suivanl  les  principes  connus  des  moindres  carrés 
par  le  nombre  correspondant  d'„équations  normales", 

\(><rr'\         0,     [pbv']  -     0,     [pcv'~]  =  0  ...     (35) 

En  même  temps  on  trouvera  par  soustraction  des 
deux  équations  ci-dessus 


454 


Or+v'r-Or'  =  Vr-u'r  =  ar(A'-A")  4-br(B'-B")  + ; . .;  (36) 

par  suite,  au  moyen  des  équations  (35)  en  multipliant 
par  prvr  et  en  additionnant  toutes  les  équations  qui  cor- 
respondent aux  indices  1,2,3  ...  w,  on  obtiendra 

[pv'iu'—v')]   =  0.  (37) 

La  détermination  la  plus  avantageuse  est  de  plus 
donnée  par  l'équation  bien  connue  de  la  théorie  des 
moindres  carrés 

[pu,2\         [pv'2] 


n  n—e 


(38) 


Nous  pourrons  traiter  d'une  manière   analogue   les 
équations 

Or -f- vr  =  ar  A-\-brB-\-crC  .  . . , 
O;:  =  arA"+brB"+crCf  ..., 

par  où  nous  obtiendrons 

[pav]  =  0,     [pbv]  =  0,     [pcv]  =  0,  ...      (39) 
et 
Or+vr-Or'  =  vr-ur-u'r  ==  ar  (A- A")  +  br  {B-B")  +  . . .   (40) 

Grâce  à  cette  dernière  équation,  en  multipliant  par 
prvr  et  additionnant  les  équations  qui  correspondent  aux 
indices  1,  2  ...  n,  on  trouve 

[pv(r--H-~u')\  =  0;  (41) 

de  même  en  multipliant  par  prvr  on  trouvera  d'après  (35) 

\/H/ir  —  u  —  uf)]  =  0,  (42) 

tandis   que   des   équations   (36)   et  (39)   on  tirera   d'une 
manière  analogue 

[pv(uf—  v')]  =  0.  (43) 
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De  plus  on  a  l'équation  correspondante  à  (38) 

\_p(u-{-îi')2]        [pv2] 
n  n—e' 


(44) 


On  peut  encore  ajouter  deux  équations  que  l'on  ob- 
tient en  remarquant  que  les  erreurs  d'observation  u  ne 
dépendent  en  aucune  manière  des  erreurs  u'  et  v'  dont 
l'origine  est  due  seulement  au  choix  des  coefficients 
a,  b,  c  . . . .  Il  s'ensuit  que  la  détermination  la  plus 
avantageuse   et  la   plus   probable  sera    donnée    par    les 

équations 

[puuf]  =  0,  (45) 

[putT\  =  0.  (46) 

Au  moyen  des  relations,  les  unes  exactes,  les  autres 
seulement  probables,  qui  ont  été  établies  entre  les  erreurs 
—  et  nous  aurons  précisément  besoin  de  toutes  ces 
équations  —  est  il  possible  de  déterminer  la  valeur  la 
plus  avantageuse  de  [p(u  —  v)2]  exprimée  par  des  quan- 
tités connues. 

En  premier  lieu,  en  additionnant  les  cinq  équations 
(37),  (41),  (42),  (43)  et  (46)  on  trouve 

[ptf*—i?+u1,)]  =  o,  (47) 

tandis  que  les  équations  (44)  et  (45)  donneront 
[Pu°]  +  [pu"]        [ptT] 


n  n  —  e 


(48) 


Au  moyen  de  ces  deux  équations,  combinées  avec 
l'équation  (38),  nous  pourrons  éliminer  |j>w'2]  et  \_pv'2], 
par  où  nous  obtiendrons 


[pu*]  =  ^—^[pu*l 
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La  valeur  la  plus  avantageuse  de  \_p(u  —  v)2]  sera 


donc 


iptf]-i^^tf]+[pt^, 


expression  qui  se  transformera  en 

[pv2]  -j-  (2  e —  n)  m2, 

si  nous  introduisons  la  notation  m,  l'erreur  moyenne  de 
l'unité  de  poids,  et  si  nous  remplaçons  [pu2]  par  la 
valeur  la  plus  avantageuse  de  cette  somme,  à  savoir  nm2. 
Le  résultat  est  clone  identique  au  résultat  trouvé 
dans  l'article  précédent. 

7. 
Applications. 

La   condition  pour  qu'on  puisse   obtenir  un  résultat 

meilleur  par   les   valeurs   compensées  que  par  les  valeurs 

observées  est 

[p(u  —  v)2]<[pu2]. 

Si  l'on  remplace  ces  quantités  respectivement  par 
leurs  valeurs  les  plus  avantageuses,  savoir  [pv2]  +  (2e— n)m2 
et  nm2,  on  obtiendra 


n 


<2w2,  (49) 


condition  qui  donc  doit  être  remplie,  si  l'on  veut  qu'il 
y  ait  avantage  probable  à  faire  la  compensation  avec 
les  coefficients  admis. 

Si  l'on  ne  connaît  pas  l'erreur  moyenne' m  de  l'unité 
de  poids  des  observations,  mais  au  contraire  les  valeurs 
vraies  des  coefficients  a,  b,  c  . . . ,  on  pourra,  en  faisant 
la  compensation  avec  ces  coefficients,  déterminer  la 
valeur  la  plus  avantageuse  de  m,  au  moyen  de  l'équation 


m2  = 
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[pv*] 


n  —  e  ' 


équation  qui  résulte  de  (33),  car  nous  aurons  dans  ce 
cas  m'  =  0. 

Au  contraire,  si  l'on  ne  connaît  ni  les  valeurs  vraies 
des  coefficients  a,  b,  c  ni  l'erreur  moyenne  de  l'unité  de 
poids,  on  ne  peut  pas  savoir,  si  la  compensation  donnera 
un  résultat  meilleur  que  les  observations  immédiates. 

Pourtant,  même  dans  ce  cas,  la  compensation  peut 
être  d'une  utilité  essentielle,  à  un  autre  point  de  vue. 
Tandis  qu'on  ne  peut,  comme  nous  l'avons  supposé, 
rien  savoir  de  la  grandeur  de  la  somme  des  carrés  [pu2] 
des  erreurs  d'observation  elles-mêmes,  on  pourra  au 
contraire  déterminer  par  la  compensation  les  limites, 
entre  lesquelles  est  vraisemblablement  comprise  la  somme 
[p(u  —  vf]  des  carrés  des  valeurs  compensées  et  l'on 
pourra  de  cette  manière  juger  dans  un  cas  donné,  si 
l'on  peut,  ou  non,  se  contenter  des  valeurs  compensées. 

On  aura  d'après  (33) 

2  [PV1  ,2 

m    =  — — - m    , 

n— e 

et  si  nous  introduisons  cette  valeur  de  m2  dans  l'ex- 
pression 

V  =  [pV2]  +  (%e  —  n)m\ 

nous  obtiendrons 

V  =  ~-e\.V^-{^-n)r»!\  (50) 

deux  expressions  qui  font  voir  que  V  ou  la  valeur  la 
plus  avantageuse  de  [p{u  —  v)2]  est  comprise  entre  les 
limites 
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[pv2l     et    Ipv*]' 

Pour  e  =  \  n ,  ces  limites  coïncident. 

2)  La  compensation  calculée  comme  à  V ordinaire  par 
les  valeurs  vraies  des  coefficients  a,  B,  c,  ...  est  plus 
avantageuse 7  qu'aucune  autre  compensation  à  un  nombre 
d'éléments  égal  ou  plus  grand.  Par  conséquent,  si  l'on 
n'a  qu'un  élément ,  les  valeurs  vraies  des  coefficients 
donneront  toujours  la  compensation  la  plus  avantageuse. 

On  reconnaît  facilement  l'exactitude  de  cette  pro- 
position, en  posant  dans  l'une  des  expressions  ci-dessus 
de  V 

[pv2~]  =  (n —  e)(m2-\-m'2), 
par  où  l'on  obtient 

V  =  em2+(u-e)m'2.  (51) 

Si  l'on  se   sert    dans  la   compensation   des  valeurs 

vraies  des   coefficients   a,  b,  c,  . . . ,   on  aura  m'  =  0  et 

par  conséquent 

V  =  em2; 

au  contraire  si  l'on  se  sert  d'autres  valeurs  et  si  l'on 
admet  e'  éléments,  on  aura 

Y  =  e'ma-\-(n-  —  e)mn, 

valeur  qui  est  plus  grande  que  la  précédente,  em2,  si  e' 
est  égal  ou  supérieur  à  e. 

Au  contraire,  on  peut  obtenir  une  compensation  plus 
avantageuse  avec  un  nombre  plus  petit  d'éléments. 

D'après  (32),  nous  avons 

[paOJ      [pbOJ  [plOJ 


[pv3]  —  [pOO~] 


[p  aa]       [p  bb]  [p  lï] 
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en  désignant  par  l  le  dernier  des  éléments  a,  b,  c  ... 
tandis  que  leur  nombre  est  désigné  comme  dans  ce  qui 
précède  par  e. 

Si  nous  négligeons  le  dernier  terme   de   cette   série, 

elle  sera  augmentée  de    ^    77j  ,    et  le   nombre   des   élé- 

[plt] 

ments  diminuera  d'une  unité.  Par  conséquent,  en  négli- 
geant le  dernier  élément,  on  augmentera   V  de 


ipu] 

Donc,  si  l'on  a 

Ipioy 


—  %m\ 


<  "J,  m 


[piq 

cet  accroissement  sera  négatif,  et  l'on  peut  vraisemblable- 
ment avec  avantage  négliger  ce  dernier  élément.  Que 
les  observations  puissent  en  réalité  avoir  de  telles  valeurs, 
c'est  ce  qui  se  voit  facilement;  rien  même  n'empêche 
d'imaginer  une  série  observations  pour  laquelle  [plO]  =  0. 

Il  va  sans  dire  qu'on  peut  de  même  se  demander, 
si  l'on  ne  doit  pas  négliger  deux  on  plusieurs  éléments 
et  remplacer  les  coefficients  a,  b,  c  ...  que  l'on  conserve 
par  des  valeurs  autres  que  celles  qui  originairement 
étaient  les  valeurs  vraies. 

3)  Si  l'on  ne  connaît  pas  les  valeurs  vraies  des 
coefficients  a,  b,  c  . . . ,  on  doit  choisir  ces  valeurs  arbi- 
trairement, de  manière  pourtant  à  satisfaire  à  la  con- 
nexion donnée  entre  elles,  d'où  dépend  la  compensation 
(voir  section  1). 

Ensuite,  on  calcule  successivement  les  coefficients 
a,  è,  c  . . .  (voir  section  2),  et  l'on  trouve  de  cette  ma- 
nière les  termes  successifs  de  la  série  [pv2]  —  [pOO] 
indiquée  ci-dessus. 
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Quand  on  parvient  à  un  terme  numériquement  plus 
petit  que  2w2,  il  doit  être  négligé  et  de  même  l'élément 
correspondant;  en  général  on  pourra  s'en  tenir  aux 
termes  calculés  avant  celui-là. 

Si,  de  plus,  m  est  inconnu,  on  pourra  pourtant  en 
tout  cas  reconnaître  quels  termes  de  la  série  on  ne  doit 
pas  négliger:  ainsi  tous  les  termes  qui  sont  numérique- 
ment plus  grands   que  2  m2,  et  par  conséquent  aussi  les 

r  pv2i 

termes   qui   sont   plus   grands    que   2  — — -  doivent  être 

n  —  e 

conservés.  On  pourra  ici  déterminer  [pv2]  au  moyen 
des  termes  déjà  calculés.  En  général  il  ne  sera  pas  de 
grande  conséquence  pour  la  détermination  du  nombre 
des  éléments,  que  l'on  connaisse  m,  ou  non. 

Finalement,  si  l'on  veut  comparer  plusieurs  com- 
pensations calculées  avec  des  coefficents  différents,  on 
doit  en  premier  lieu  déterminer  pour  chaque  compensa- 
tion en  particulier  le  nombre  le  plus  avantageux  d'élé- 
ments et  puis  comparer  les  valeurs  de  V  obtenues  de 
cette  manière  par  les  différentes  compensations. 

Parfois  on  peut,  en  outre,  demander  s'il  est  plus 
avantageux  de  calculer  toute  la  série  des  observations 
avec  les  mêmes  coefficients  ou  de  la  subdiviser  en  plu- 
sieurs séries  et  de  calculer  chaque  partie  au  moyen  de 
coefficients  particuliers,  auquel  cas  on  doit  remarquer 
que,  les  nombres  des  éléments  des  séries  particulières 
étant  e\  e"  . . .,  le  nombre  total  pour  toute  la  série  sera 
e'+e"+  .... 

Une  telle  subdivision  d'une  série  donnée  d'obser- 
vations peut,  par  exemple,  être  encore  appliquée  à  des 
observations  de  deux  ou  de  plusieurs  quantités,  dans 
lesquelles  les  valeurs  observées  sont  mêlées  d'une  manière 
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inconnue,  ou  à  des  observations  d'une  seule  quantité, 
pour  lesquelles  l'on  connaît  l'erreur  moyenne  des  er- 
reurs accidentelles,  mais  où  se  sont  en  outre  introduites 
des  erreurs  constantes  pour  quelques  observations  parti- 
culières, sans  qu'on  sache  pour  lesquelles.  Nous  ne 
traiterons  pas  ces  problèmes  particuliers  de  compensation, 
parce  que  nous  avons  indiqué  la  marche  à  suivre  pour 
trouver  une  solution,  s'il  en  existe  une,  le  problème  étant 
en  tout  cas  réduit  à  la  détermination  des  corrections  v 
de  manière  à  obtenir  pour  la  série  totale  d'observations 
la  valeur  la  plus  petite  possible  de 

[pv2]  -\-  %em2. 


II.  30 
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NOTES. 

NOTE  1.  Ce  mémoire  contient  un  supplément  à  la 
théorie  ordinaire  de  la  compensation  des  erreurs  d'ob- 
servation. En  se  mettant  au  point  de  vue  aprioristique 
Lorenz  soutient  que,  même  dans  le  cas  où  l'on  connaît 
les  valeurs  vraies  des  éléments,  on  n'obtiendra  pas  tou- 
jours la  compensation  la  plus  avantageuse  en  se  servant 
de  ces  valeurs  vraies. 

La  théorie  de  Lorenz  a  été  combattue  par  M.  le 
capitaine  (à  présent  général)  Zachariae.* 

NOTE  2.     La  condition 

[p(u—  vf\  =  Min. 

donnera  le  même  résultat  que  la  théorie  ordinaire  des 
moindres  carrés,  si  l'on  remplace,  comme  le  fait  Lorenz, 
les  quantités  inconnues  par  leurs  valeurs  moyennes. 

NOTE  3.  Le  texte  de  Lorenz  en  ce  passage  est 
très  peu  clair.  Lorenz  dit  que  la  valeur  de  \_pv2]  est 
déterminée  par  l'équation  (21)  et  que,  pour  cette  raison, 
on  ne  peut  déterminer  la  valeur  la  plus  avantageuse  de 


*  Voir  „Tidsskrift  for  Mathematlku.  1872.  Zachariae:  Udjevning 
af  Iagttagelsesfejl  (deux  notes)  p.  97—103  et  182—188,  et  les 
répliques  de  Lorenz,  dans  le  même  journal,  Bidrag  til  Udjev- 
ningsproblemet,  1872,  p.  125— 135  et  Et  Gjensvar,  1873,  p.  31 
-32. 
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[pu2]  —  2  [p uv]  -\-  [p v2]  que  par  les  deux  premiers  termes. 
On  doit  donc  en  conclure  qu'il  considère  vr  comme  une 
constante  et  que  par  conséquent  [puv]  =  0.  Le  ré- 
sultat ne  concorde  pas  avec  celui  de  Lorenz;  mais  c'est 
qu'en  effet,  ici  comme  dans  la  formule  (28),  il  remplace 
la  vraie  valeur  de  vr  par  sa  valeur  la  plus  avantageuse 
calculée  avant  l'observation. 

NOTE  4.     Je  ne  peux  pas  voir  pourquoi  la  quantité 
désignée  par  Lorenz  par  m'2  doit  être  supposée  positive. 

NOTE  5.     L'évaluation  de  l'expression 

M2  =  ([p  a2]  —  2  [p  uv])2—  (2  e  —  n)2  m4 

peut  se  faire  de  la  manière  suivante. 
On  a 


M2  =  [pu2]2+4:[puv][pu{v  —  u)]  —  (<2e  —  n)2m4; 

nous    allons    calculer    séparément   la  valeur   de   chaque 
terme. 
On  a 

[p te]  =  pxll\  +pzu22  +  . . .  -\-pnu2n 

et  par  conséquent 

[pu2]2  =  [/w4]  +  22>i?s*4w!, 

où  le  dernier  groupe  comprend     ^     — -  termes,  et  comme 
p2ru4  =  3m4,  pru2  =  m2,  on  aura 


[pu2]2  =  w(n  +  2)w4. 
Considérons  ensuite  le  terme 


[^wv]  [pu(v — u)] 


=  [pu(u-\-u')  —  a  [x {u -\- u')]  —  b  [y  (u -{- u')]  . . .] 
x  [pu(u'  —  a  [x  (u  -\-  iï]  —  b  [y  (u  -\-  u')]  . . .]. 

30* 
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Tout  terme  qui  ne  contient  u'  qu'à  la  première  puis- 
sance s'évanouira;  aussi  les  termes  qui  dépendent  de  u' 
se  trouvent  ils  dans  l'expression 


[pu(uf — a  [x u']  —  b  [y u']  ...)J 


=  [p2u2(u'2+a2[x2u'2]+b2[y2u'2]  —  Zaxu'2—  %byu'2  . . .)] 
=  m2m'2(n —  é). 

Reste  à  calculer  la  valeur  de 

—  [pu(u  —  a  [xu]  —  b  [yu]  . . .]  \_p u  (a  [x u]  -\-  b  [y  u]  . . .)] 

=  —  [ p  u2]  [pu  xu2-\-pb  yu2 . . .]  -f-  [pu  (a  [xu]  -|~  b  [y  u]  . .  .]*. 

Mais  on  peut  remplacer  pru2r  par  m2,  p2ru*r  par  3m4; 
par  conséquent,  on  aura 


[p  u2]  [pa  xti2-\-pb  yu2  . . .)] 
=  M*  (n  + *)([«!»]  +  [**] +  ...), 
et  comme  [ax]  =  [by]  =  ...  1 ,  il  viendra 


[P  u2]  VPa  %u2-\- pb  yu2 . . .]  =  m* e (n  -\-  2). 
Finalement  on  aura 


[  pu  (a  [xu]  -f-  b  [yu]  . .  .J 


[pu af  [xu]2-{-  [pub]2 [yti]2Jr  •  •  • 
-\~^[pua]  [pub]  [xu]  [yu]  -f-  . . . 


=  m4l  [a2p] 


[P 


+  Vb2p] 


l 
P\ 


-{-4f2!{arasXrXa-\-brbsi/rys-\-  •  •  •) 
+  2([aV]  +  [6y]  +  ...) 
xy 


P 


+  <22[pab] 

-\-&2[xyba'] 

+  2  2,2'ar6s^r?/5  +  Ql'ïarbsXsyr) 


=  m*l  ï[a2p] 


x 
P\ 


-\-Z2[ax]2+Z2[ay][bx] 


<Z21[ax][btj]  +  <2  2:[pab] 


xy 


P\ 
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Mais  comme  [pciU]  ==  [pac]  =  ...  =  0  et,  par 
conséquent ,  \_ay~]  =  [az]  =  . . .  =  0 ,  on  verra  facile- 
ment que  toute  l'expression  se  réduit  à 

m4(3e  +  e(e—  1)). 

On  aura  donc 

M2  =  n(n-\-  2)  m4-f-  4  m2  wl 2  (m  —  e)  —  4  m4  e  (n  -\-  2) 
+  4  w4(3e  4-^(6—1))  —  (2e  —  nfm4 

=  3ww4-f4mV2(n  —  e). 

NOTE  6.     Lorenz  a,  par  méprise,  écrit 

M  <  Vin -m2; 
mais  sa  conclusion  est  pourtant  juste. 


SUE  LA  EÉDUCTION 

DU   FACTEUR   EULÉRIEN. 


SUR  LA  REDUCTION  DU  FACTEUR  EULERIEN.*       *  note  i. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK  1874,  P.  33-39. 

Les  fonctions  transcendantes  qui  seront  traitées  ici 
peuvent  être  classifiées  de  la  manière  suivante.  La  trans- 
cendante monôme  du  premier  ordre  est  définie  par 

tix  =  \f{a)da, 

où  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  est  une  fonction 
algébrique  de  x  et  y,  tandis  que  la  limite  inférieure  est 
une  constante.  La  fonction  f  est,  comme  les  autres 
fonctions  qui,  dans  ce  qui  suit,  seront  désignées  par  la 
même  lettre  affectée  d'indices  différents,  une  fonction 
algébrique  de  la  variable  indépendante,  ici  a;  au  con- 
traire, on  suppose  que  6  ne  puisse  pas  être  exprimée 
algébriquement  par  la  variable. 

Une  fonction  transcendante  du  premier  ordre  qui 
est  désignée  par  t1  est  une  fonction  algébrique  de  x,  y, 
transcendantes  monômes  du  premier  ordre  comme  //.. 
6'x  . . .  et  des  fonctions  inverses  de  6V  B'x  .  . .  rh,  vjx  .  . . 
considérées  comme  fonctions  de  o,  o.,  .  .  .  Une  fonction 
monôme  du  second  ordre  a  la  fornn 

La  fonction  transcendante  du  second  ordre  est  une 
fonction  algébrique  de  x,  y,  tiv  0[  ...  ^,  tj[  . . .,  02,  6[  . . . 
%,   %  ...,   où  les  dernières   fonctions  sont  les  fonctions 
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<>TE2.  inverses  de  02,  6[  .  ..*  En  continuant  de  cette  manière, 
la  définition  des  transcendantes  monômes  et  des  fonc- 
tions transcendantes  d'ordre  supérieur  est  immédiatement 
évidente. 

Une  équation  entre  les  fonctions  transcendantes  de 
ladite  espèce  écrite  sous  la  forme  la  plus  simple,  de 
manière  que  le  nombre  des  transcendantes  monômes  de 
l'ordre  le  plus  élevé  et  de  leurs  fonctions  inverses  soit 
réduit  à  son  minimum,  doit  être  identique  en  particulier 
par  rapport  à  chaque  fonction  de  ladite  espèce;  car 
autrement  on  pourrait  exprimer  une  d'elles  algébriquement 
par  les  autres  et  par  les  fonctions  d'ordre  inférieur,  de 
sorte  que  le  nombre  des  transcendantes  de  l'ordre  le 
plus  élevé  ne  serait  pas  réduit  à  son  minimum. 

Je  suppose  maintenant  qu'une  équation  donnée 
dy  -f  Pdx  =  0 ,  où  P  est  une  fonction  algébrique  de  x 
et  y,  a  un  facteur  intégrant  qui  peut  être  exprimé  par 
les  transcendantes  de  l'espèce  définie  ci-dessus;  le  pro- 
blème à  résoudre  sera,  de  trouver  une  forme  normale  à 
laquelle  peut  être  réduit  chaque  facteur  transcendant  de 
ladite  espèce.  J'ai  cherché  à  résoudre  ce  problème  de 
cette  manière:  j'imagine  qu'un  facteur  intégrant  F  soit 
donné  comme  fonction  transcendante  de  l'ordre  n,  c'est 
à  dire  comme  fonction  algébrique  de  Û„,  6'n,  ...  ay«,  iyî»  ..., 
de  fonctions  monômes  d'ordre  inférieur,  de  leurs  fonc- 
tions inverses  et  enfin  de  x  et  y.  Je  cherche  alors  à 
réduire  ce  facteur  à  un  autre,  d'ordre  inférieur  et  ainsi 
de  suite.  On  suppose  toujours  dans  le  calcul  que  le 
nombre  des  transcendantes  est  réduit  à  son  minimum. 

Noms  chercherons  d'abord  la  réduction  de  F  par 
rapport  à  0„,  que  nous  désignerons  provisoirement,  pour 
abréger,  par  la  seule  lettre  6. 
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L'équation  de  condition  du  facteur  est 

Comme  F  est  une  fonction  algébrique  de  6  (et  des 
autres  variables),  nous  pourrons  considérer  F  comme 
racine  d'une  équation  algébrique  irréductible 

«o+^+  •••  +<*nFn  -  0,  (2) 

où  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières  et  rationnelles 
de  6  (et  des  autres  variables).  De  la  même  manière  P 
est  racine  d'une  équation  algébrique;  mais  à  une  racine 
particulière  de  celle-ci  ne  correspond  pas  nécessairement 
une  racine  quelconque  de  (2),  et  il  n'est  permis  que  de 
supposer  qu'une  seule  racine  de  (2)  satisfasse  à  l'équation 
différentielle  (1). 

Soit  Q6S  la  valeur  limite  vers  laquelle  tend  une  racine 
de  l'équation  (2),  lorsque  6  croît  à  l'infini  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  le  premier  terme  de  la  série  qu'on 
obtient  par  le  développement  de  la  racine  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  6. 

Ce  terme  peut  être  déterminé  de  la  manière  sui- 
vante. Dans  l'équation  (2),  F  est  remplacée  par  Qds  et 
l'on  sépare  dans  les  coefficients  a0,  «x,  ...  les  termes 
qui  contiennent  les  puissances  les  plus  élevées  de  #,  à 
savoir  c06'°»,  cx6!^...\  nous  aurons  ainsi  provisoiremenl 
l'équation  suivante  pour  déterminer  Q 

Pour*  trouver  les  valeurs  différentes  que  peut  prendre  *note  . 
Q,  nous  chercherons  d'abord  l'exposant  pq  pour  lequel 

9  ' >    p  ' 


472 


où  p  désigne  un  indice  quelconque  plus  grand  que  0. 
Puis  on  peut  poser  s  =  —f— — ~°,  valeur  pour  la- 
quelle /^+^</i0,  par  où  l'on  reconnaît  qu'aucun  ex- 
posant de  6  dans  (3)  n'est  plus  grand  que  fi0.  En 
négligeant  tous  les  termes  dont  les  exposants  sont  plus 
petits  que  ^o,  6!J°  sera  facteur  commun  des  termes  res- 
tants et  le  coefficient  de  HfJo  égalé  à  zéro  donnera  une 
équation  propre  à.  déterminer   Q. 

Si  q  est  l'indice  le  plus  grand  des  termes  de  cette 
dernière  équation,  on  cherchera  ensuite  un  exposant  fin 
à  indice  plus  grand,  pour  lequel 

r  —  q  jp  —  q    ' 

où  p   désigne   un  indice   quelconque   plus   grand  que  q. 

Puis    on  pose    s  =    —  — — — ,    par  où  l'on  obtiendra 

r  —  q 

fiq+qs>[iP+ps, 

et  par  conséquent  juq-\-qs  sera  à  présent  la  puissance 
la  plus  grande  de  6  qui  entre  dans  (3).  En  négligeant 
tous  les  termes  de  degré  inférieur  et  en  divisant  par 
H'Jq  +  'isQy,  on  obtiendra  une  équation  nouvelle  par  la- 
quelle d'autres  valeurs  de  Q  peuvent  être  déterminées. 
En  continuant  de  cette  manière,  on  obtiendra  les 
équations  suffisantes  pour  la  détermination  de  toutes 
les  valeurs  de  Q  correspondant  aux  m  racines  de  l'équa- 
tion (2). 

Du  reste  ces  équations  peuvent  aisément  être  trou- 
vées de  la  manière  suivante.    Qu'on  représente  /*o,  fix 
comme  des  ordonnées  successives   rangées   d'après  leurs 
indices  et  que  l'on   construise  un  polygone  convexe,   de 
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manière  à  faire  coïncider  ses  sommets  avec  les  extré- 
mités des  ordonnées,  de  telle  manière  qu'aucune  d'elles 
ne  soit  en  dehors  du  polygone.  A  chaque  côté  du  poly- 
gone passant  par  deux  ou  plusieurs  points  fi  correspondra 
alors  une  équation  en  Q;  par  exemple,  à  un  côté  pas- 
sant par  les  points  ^2,  //4,  /i5  correspondra  l'équation 

c+ct(?+csQ3  =  0. 

Après  avoir  trouvé  de  cette  manière  la  valeur  de 
Q6S  correspondante  à  F  dans  l'équation  (1),  nous  rem- 
plaçons F  par  cette  quantité,  et,  comme  l'équation  est 
identique  par  rapport  à  #,  nous  égalerons  à  zéro  le 
coefficient    de    la  plus    haute    puissance  de  H.     Comme 

T,—  et  „    ne  contiennent  que  des  transcendantes   d'ordre 

VX  Gif 

inférieur,   cette  puissance  est  0%  et  l'on  trouvera 

dx  dy        dy 

par  où  l'on  reconnaît  que  Q,  qui  ne  contient  pas  #,  est 
un  facteur  intégrant. 

De  la  même  manière  on  peut  réduire  le  facteur  par 
rapport  à  toutes  les  transcendantes  monômes  d'ordre  n; 
et  l'on  obtiendra  finalement  un  facteur  ne  contenant  que 
les  fonctions  inverses  des  transcendantes  monômes 
d'ordre  ». 

Si  une  telle  fonction  est  désignée  par  ^,  et  si  l'on 
se  sert  de  nouveau  de  la  lettre  F  pour  représenter  le 
facteur  intégrant,  l'équation  de  condition  sera 


ÔF        ÔF        1    dF 


+p6w\+TyF-Q>      (4) 


dx 


dx         dy       f{vi)drj 
où  la   différentiation  par  rapport  à  y]  est   indiquée  se- 
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parement  et  où  y  est  la  fonction  inverse  de  $  =  ton-i)^n-  u 
d'où  résulte 

Ôfj  1 

%-i  ~  f(rj)  ' 

Dans  l'équation  ci-dessus  nous  chercherons  le  coef- 
ficient de  la  plus  haute  puissance  de  y,  après  avoir 
déterminé  de  la  manière  indiquée  ci-dessus  le  premier 
terme  de  Qrf  dans  le  développement  de  F  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  -q.  En  même  temps  on 
trouvera  la  quantité  kif  où  k  est  une  constante,  savoir 

le  premier  terme  du    développement    correspondant  de 

1 

tt^.      Les   termes    de    l'équation  (4)    qui  entreront   en 

fw 

considération  seront  donc 


+pS4+^-i^+pô^y 


dQ 

dx 

6P 


eyQ 


+  . . .  =  o. 


(5) 


Il  s'ensuit  que  Q  sera  un  facteur  intégrant,  si  a  est 
plus  petit  que  1,  on  si  s  est  égal  à  zéro.  Si  <r>  1  et  si 
s  diffère  de  zéro,  on  aura 

si^+pdw  =  0>  <6> 

par  où  l'on  voit,  en  différentiant  l'équation  par  rapport 
à  y,  que  — ^  doit  être  elle-même  un  facteur  intégrant. 

Enfin ,  si  a  =  1 ,  on  doit  tenir  compte  de  tous  les 
termes  de  l'équation  (5),  et  l'équation  qu'on  obtient  en 
égalant  le  coefficient  de  rf  à  zéro  fait  voir  que  Qysktn-i 
sera  un  facteur  intégrant;  car,  si  l'on  remplace  F  par 
cette  valeur  dans  l'équation  de  condition  (1),  on  ob- 
tiendra l'équation  trouvée. 
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Après  réduction  par  rapport  à  toutes  les  transcen- 
dantes inverses  d'ordre  n,  le  facteur  intégrant  peut  être 
mis  sous  la  forme  ^„_iA-i  ou  e^n-i+^V-i,  où  <pn-\  et 
<pn_i  sont  des  fonctions  transcendantes  d'ordre  (n  —  1). 
Néanmoins,  en  vue  des  calculs  qui  suivront,  ce  facteur 
sera  rapporté  à  la  forme  plus  générale 

F  =  A-i  +  c»<y»+c^+-  -,  (7) 

où  C„,  C'n  . . .  sont  des  constantes. 

L'exposant  de  e,  que  nous  désignerons  pour  abréger 
par  y?,  a  pour  dérivée  par  rapport  à  une  variable  quel- 
conque une  fonction  transcendante  d'ordre  inférieur  à  n. 
Dans  l'équation  de  condition  de  <p 


ty    '  pd±J^dJL 


=  0,  (8) 

ex         oy      oy  7 

les  transcendantes  monômes  et  leurs  fonctions  inverses 
seront  au  plus  d'ordre  n— 1.  Par  conséquent,  cette 
équation  est  identique  par  rapport  à  6n-i  et  peut  donc 
être  différentiée  par  rapport  à  cette  variable.  Gomme 
les  coefficients  différentiels  de  #n-i,  de  même  que  P,  ne 
contiennent  pas  0„-i,  l'équation  deviendra  après  avoir 
été  différentiée*  *  note  l 


\dVn-i).p\dV„-J 


',,-1  / 


Par  suite,  si  -k-^—  n'est  pas  une  constante  *,  n~i  '  *  note  5. 

sera  un  facteur  intégrant;  celui-ci  est  donc  réduit  à  l'ordre 

n—  1.     De  même  on  peut  faire  une  réduction  analogue, 

dw 
si  ~  /      n  est  pas  constant  etc.  ;  ce  n'est  que  dans  le  cas, 

V"n— 1 
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où  (p  a  la  forme 

<P    =    <fin-i  4-  Cn-i  On-i  +  ft_,  ^_!  +  .. .  .  (10) 

(pn-i  ne  contenant  pas  6n-i ,  é4-i  • . .  niais  seulement 
leurs  fonctions  inverses,  qu'on  ne  peut  plus  faire  aucune 
réduction  ultérieure. 

Si  l'on  différence  l'équation  (8)  par  rapport  à  7)n-\, 
que  nous  désignerons  pour  abréger  par  la  seule  lettre  37, 
note  6.  et  si  l'on  divise  par  f(rj),  on  trouvera* 

A%ML  +P  \\mi  =  o.         (] i) 

ex  '  dy  v     ' 

Par  cette  équation  on  peut  de  nouveau  réduire  le 
facteur    intégrant    à    l'ordre    n  —  1 ,    à    moins    que    l'on 

n'ait  -i~'-^-\  =  c,  d'où  l'on  déduira  <p  =  é  -j- c[f(ri) din , 

<fi  étant  indépendant  de  rr  Mais  on  reconnaît  facile- 
ment, que  la  dernière  intégrale  est  d'ordre  moindre  que 
y,  de  manière  que  <p  ne  contient  pas  en  réalité  y  dans 
ce  cas. 

Nous  pouvons  donc  conclure,  ou  bien  que  la  fonc- 
tion (fin-i  de  l'équation  (10)  ne  doit  contenir  aucune  des 
transcendantes  inverses  d'ordre  (n  —  1),  et  <p  aura  alors 
la  forme 

(p    =    (fin-.2  +  Cw-1  6n-\  +  C'n-1  0'n-i   •  •  •  ,  (12) 

ou  bien  que  la  facteur  intégrant  peut  être  réduit  à 
l'ordre  (n  —  1).  Mais  on  pourra  alors  continuer  la  réduc- 
tion de  la  même  manière  que  ci -dessus  jusqu'à  ce  que 
nous    arrivions    à    la    forme    de    <p    indiquée    dans   (12). 


*  C'est   M.  le   Dr.  phil.  Jul.  Petersen  qui  a   le  premier  remarqué 
cette  équation. 
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Mais  on  reconnaît  alors  facilement  que  la  réduction  peut 
être  continuée  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  finalement 
à  la  forme 

9  -  t+ca+GM  ■•'■ 

où  (p  est  une  fonction  algébrique  de  x  et  y. 

Donc,  si  le  factetir  Eulérien  de  V 'équation  dy  -j-  Pdx  =  0 
peut  être  exprimé  par  des  transcendantes  de  V espèce  con- 
sidérée ici,  ce  facteur  peut  être  réduit  à  une  forme  nor- 
male déterminée  par 

Les  sens  des  notations  employées  dans  cette  équa- 
tions est  mis  en  évidence  par  ce  qui  précède. 


n.  31 
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NOTES. 

NOTE  1.  Ce  mémoire  est  un  remaniement  d'une 
note  „Om  den  Eulerske  Factor"  (sur  le  facteur  Eulérien) 
insérée  dans  Math.  Tidss.,  1873,  p.  174— 176. 

Gomme  M.  le  professeur  J.  Petersen  avait  averti 
Lorenz  d'une  erreur  contenue  dans  ladite  note,  tandis 
que  le  résultat  conservait  sa  validité,  Lorenz  a  écrit  le 
présent  mémoire. 

NOTE  2.  Les  fonctions  inverses  rjn  sont  définies  de 
la  manière  suivante. 

Soit  6n  =  \f(tn—i) dt „_i,  où  tn-i  est  une  fonction 
transcendante  d'ordre  n  —  1  ;  alors  on  aura 

tn-i    =    \f(7)n)d7]n, 

ou  bien 

dyn  =     1 
ôtn_t       f(yn)  ' 

NOTE  3.  Lorenz  cherche  les  valeurs  de  s  pour  les- 
quelles deux  termes  au  moins  ont  des  exposants  égaux 
et  supérieurs  à  tous  les  autres. 

Le  plus  grand  exposant  doit  au  moins  être  égal  à 
fi0,  et  l'on  cherche  à  déterminer  une  valeur  de  s  pour 
laquelle  //0  =  ^q-\-sq  est  supérieur  ou  au  moins  égal 
aux  valeurs  des  autres  exposants.     On  doit  donc  avoir 
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où  p  peut  être  un  nombre  quelconque  compris  entre  0 
et  m.     Par  suite  on  aura 

8  «fezzâ^acz^,  (a) 

q  p 

et  si  cette  condition  est  remplie,  s  peut  avoir  la  valeur 
indiquée  par  Lorenz  ^- ? . 

^ — —  est  la  valeur  minimum  de  s.    Supposons  que 

q  soit  la  plus  grande  valeur  pour  laquelle  p0  =  juq-f-qs; 
alors  on  aura, 

si   s>^ — —   et   »<tf,    et  l'on  obtiendra  une  nouvelle 
valeur  de  s  en  cherchant  un  nombre  r  >  £,   pour  lequel 

fjtq  +  sq  =  /ir  +  sr>/iF  +  ^,  (6) 

^?  étant  un  nombre  quelconque  compris  entre  les  limites 
q  et  m.     Si  cette  condition  est  remplie,  on  peut  poser 

s    ==  îl<l~P-r  =  //g flp 

r—q  V~(l. 

On  reconnaît  facilement  qu'on  peut  continuer  de  la 
même  manière  en  se  servant  à  présent  de  /ir  comme 
point  de  départ,  si  r  est  le  plus  grand  nombre  pour 
lequel  la  condition  (6)  est  remplie,  et  ainsi  de  suite. 

Le  raisonnement  de  Lorenz  n'est  pourtant  pas  exact, 
car  on  ne  sait  pas  si  les  coefficients  a  ne  contiennent 
pas  de  variables  qui  deviennent  infinies  en  même  temps 
que  0. 

31* 
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NOTE  4.     On  voit  immédiatement  que 


Ô  dn—i  à  6n—\ 


mais  on  peut  écrire 


d<p  dcp      ddn-i    , 

dx  =  d6n-i      dx    ~*~ 


éfyp 


c'a? 


ou 


<9# 


désigne  la  dérivée  de  <p  par  rapport  à  x,   6n-\ 

étant  considérée  comme  une  variable  indépendante  de  x. 
Puis  on  aura 


d 


fôjA 
\dx) 


d2<p     Ô6n-i 


+ 


d 


d<p 


Bdn-i 


dx 


e 


\  BBn-i  ) 


66n-i         ôdl-i     dx 
et  de  même   on  obtiendra  la  valeur   de 


dx 


d 


NOTE  5. 


-  sera  un  facteur  intégrant  si  ^J 

n'est  pas  indépendant  de  y,  c'est  à  dire  ne  se  réduit 
pas  à  une  constante  ou  à  une  fonction  de  x  seul.  Lorenz 
n'a  pas  considéré  le  dernier  cas. 

NOTE  6.    Si  7jn-i  est  définie  par  l'équation 
tn-2  =  )f(rjn-i)dyn-i, 
dr)n-i  1 


on  aura 


dtn-2  f{f]n-i)  ' 


et,  par  conséquent, 


d<p  Ô(f  1  dtn— 2    , 

dx  "  "  drjn-i  f{f]n-\)     dx     ' 


d(p 
dx 
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ou 


bip 
ôx 


désigne   la  dérivée  de  <p  par  rapport  à  x,    prise 

en   regardant    jyn_i    comme   une    variable  indépendante. 
Puis  on  aura 


\ôx)  Ydr,  -,  f{rjn-i)) 


ô 


<9# 


<^»-i 


cty»_i 


Otn-2    | 


et,  après  multiplication  par 


1 


i  '69 


f(r)n-i)    ôrjn-\ 
bip  1 


j(-gg-        1       \ 

1  \  fyn-1      f{y]n-\)  I    Ôtn_2 1 


ô 


ô<p 


ôx 


f{rJn-i)  df)n-\ 

1 


ô 


\f(r)n-i\d7]n-i)     cfyn-1 


\f(rjn-i)    drjn-jj     Ô7j 


d 


Sx        f{yjn-i)   dyn-x 

1       d<p 


ex 


+ 


f(7jn-\)     Ôfjn-i 


ôx 


d(J ^-\ 

V/(ff»-l)     d/jn-i  } 

dx 
De  la  même  manière  on  obtiendra 

e(dJP\     ,/_l__*e_\ 


ÉQUATIONS 
CINÉTIQUES  FONDAMENTALES 

D'UN  SYSTÈME  DE  POINTS. 


EQUATIONS  CINETIQUES  FONDAMENTALES 
D'UN  SYSTEME  DE  POINTS. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMAÏIK  1875,  P.  81-86. 

Un  point  donné,  fixe  dans  l'espace,  étant  déterminé 
par  ses  coordonnées  a,  è,  c,  convenons  que  le  nombre 
des  points  appartenant  à  un  système  donné  qui  se  trou- 
vent, à  l'instant  £,  à  l'intérieur  du  parallélipipède  limité 
par  les  plans  a  et  a-\-da,   b  et  b-\-db,   c  et  c-\-dc  soit 

représenté  par 

N  (t,  a,  b,  c)  dui. 

Les  poinls  peuvent  avoir  des  vitesses  différentes.  Ceux 
d'entre  eux  dont  les  vitesses  composantes  sont  comprises 
entre  les  limites  a'  et  a'-\-da\  b'  et  b'-\-db',  c'  et  c'-\-dc' 
seront  supposés  au  nombre  de 

N(t,  a,  b,  c)  s  (t,  a,  b,  c,  a\  b',  c')  dTàdtà' , 
où  c/c5'  =  da'db'dc'.  La  fonction  s  peut  être  appelée, 
d'un  terme  emprunté  au  calcul  des  probabilités,  la 
probabilité  des  composantes  de  vitesse  a\  b',  c'  dans  le 
parallélipipède  C5  et  au  moment  t.  D'une  manière  ana- 
logue, soit  sx  (t,  a,  b,  c,  a!,  b\  c\  a",  b",  c")  la  probabilité  des 
composantes  d'accélération  a",  b",  c"  qui  correspondent 
aux  composantes  de  vitesse  «',  b',  c',  aux  coordonnées  de 
l'espace  a,  b,  c  et  au  moment  t,  et  ainsi  de  suite. 

Lorsqu'un  point  d'un  système  qui,  au  moment 
donné  t,  a  pour  coordonnées  x,  y,  z  et  pour  vitesses 
composantes  x\  y\  z\  satisfait  aux  conditions 
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a  <  x  +  x'z-\- . . .  <  a  -f-  da ,    £  <  */  +  y'r+ . . .  <  6  +  db , 

C  <  Z  +  «V  +  .  .  .  <  C  +  (fc  , 

il  se  trouvera,  au  bout  du  temps  t-\-z,  à  l'intérieur  du 
parallélipipède  73.  En  négligeant  les  puissances  supérieures 
de  r,  nous  pourrons  déterminer  le  nombre  total  des  points 
qui  au  moment  t-\-z  se  trouveront  à  l'intérieur  du  paral- 
lélipipède dîô  par  l'intégrale 

N(t-\-T,  a,  b,  c)  dis 
=  [[[dx'dy'dz'^dxdydz  N (t,  x,  y,z)  s  (t,  x,  y,  z,  x'  ,y\  z'), 

où  les  intégrations  par  rapport  à  x,  y,  z  doivent  être 
effectuées  entre  les  limites  a  —  x'z  et  a-\-da  —  x'z,  b — y'z 
et  b-\-db — y'z,  c —  z'z  et  c-\-dc  —  z'z;  celles  qui  se  rap- 
portent à  x\  y',  z'  entre  les  limites  à  l'extérieur  desquelles 
s  s'évanouit,  car  ces  variables  doivent  parcourir  toutes 
les  valeurs  possibles. 

De  cette  manière  on  obtiendra  d'abord 

N  (t  -\-  r,  a,  b,  c)  =  [{[dx'dy'dz'  N(t,  x,  y,  z)  s  (t,  x,  y,  z,  x',  y\  z') 

où 

x  =  a  —  x'z,    y  =  b  —  y'z,    z  =  c  —  z'z, 


et  puis,  en  comparant  les  coefficients  de  z, 

61S 

et 


V  +  ffi^'^Ak' 


d  (Nsx')      d(Nsy')      d(Nsz') 
i         02,       ~~r 


0. 


Sa  db  de 

Pour  abréger,  on  écrit  ici  N  au  lieu  de  N(t,  a,  b,  c) 
et  s  au  lieu  de  s(t,  a,b,c,x' y'z'). 
Nous  appellerons  l'intégrale 

^dx'dy'dz'  sx' 

la  valeur  moyenne  de  x'  correspondante  au  point  a,  b,  c, 
et  nous  la  désignerons  par  a' ,  et  nous  désignerons  de 
même  les  valeurs  moyennes  de  b'  et  c'  par  b'  et  c'.    Par 


is, 


l'emploi  de  ces  notations,  l'équation  ci-dessus  prendra 
la  forme 

ON  ,  d(Nâ')  .  d(Nb')     6  (Ne1)       0  M 

dt    '      da     ^~     db     ~^     de    ~  K  } 

D'une  manière  analogue  on  pourra  déduire  de  l'état 
du  système  au  moment  t  le  nombre  total  des  points  qui 
se  trouvent,  au  bout  du  temps  t  -f-  r,  à  l'intérieur  du 
parallélipipède  d7r>,  si  en  même  temps  les  composantes 
de  vitesse  sont  comprises  dans  les  limites  du  parallélipi- 
pède dm'  ;  c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 

N  (t  4-  r,  a,  6,  c)  5  (£  -f-  r,  a,  &,  c,  a',  b\  c') 
=  TO  dx"dy"dz"  N(t,  x,  y,  z)  ssx , 

où  s  dépend  des  variables  t,  x,  y,  z,  x',  y\  z1  et  st  de  ces 
mêmes  quantités  et,  en  outre,  de  x"  y"  z" ,  variables  qui 
satisferont  aux  conditions  suivantes 

a  =  x  -[-  x't  ,    b  =  y  -f-  y'z ,    c  =  z  -f-  z't  , 
o!  =  x'+x"t,  b',=  y'+y"T,  c'  =  z'+z"t, 

les  puissances  supérieures  de  r  étant  négligées.  On 
remplacera  donc  partout  ci-dessus  x  par  a  —  a'r,  x'  par 
a' — a?"r  et  ainsi  de  suite,  et  les  intégrations  seront  éten- 
dues à  toutes  les  valeurs  possibles  de  x",  y",  z".  On  en 
déduira,  par  comparaison  des  coefficients  de  r, 


6  (Ns)      6  (Ns)         8  (Ns)         6(Ns) 


(2) 


en  écrivant  iV  au  lieu  de  N  (t,  a,  b,  c)  et  s  au  lieu  de 
s  (t,  «,  b,  c,  a\  b\  c') ,  tandisque  a",  b",  c"  sont  les  valeurs 
moyennes  de  a?",  ?/",  0"  qui  correspondent  au  point  a,  5,  c 
et  aux  composantes  de  vitesse  et',  b',  c\  c'est  à  dire 
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a7'  =  ^dx"dy"dz"s1  (t,  a,b,c,  a!,V,c\  x"y".z")xn 

et  ainsi  de  suite. 

J'appellerai  les  équations  (1)  et  (2)  première  et  se- 
conde équation  de  continuité.  Ce  sont  les  premières  de 
toute  une  suite  d'équations  de  continuité  qui  peuvent 
facilement  être  formées  par  le  procédé  employé  ici. 
Chaque  équation  de  la  suite  peut  sans  difficulté  être 
déduite  de  la  suivante.  C'est  ainsi  qu'on  retrouvera  la 
première  équation  de  continuité  en  multipliant  la  seconde 
par  da'db'dc'  et  intégrant  entre  les  limites  des  variables. 
Pour  ces  limites  s  s'évanouira,  et  l'on  aura  de  plus 

^da'db'dc's(a,b,  c,  a',b\c')  -      1, 

si  les  variables  parcourent  toutes  les  valeurs  possibles. 
En  général,  on  peut  de  cette  manière  déduire  les  première, 
seconde,  .  . . .  ,  (n—l)ièmé  équations  de  la  rième  qui,  par 
suite,  peut  être  considérée  comme  une  généralisation  de 
toutes  les  équations  précédentes. 

Ces  équations  purement  cinétiques,  peuvent  être 
employées  dans  la  dynamique  de  la  manière  suivante. 
Imaginons  que  tous  les  points  du  système  aient  la  même 
masse  m,  qui  est  supposée  être  une  quantité  invariable 
comme  le  nombre  de  ces  points  matériels,  de  manière 
qu'aucun  d'eux  ne  puisse  être  divisé  en  plusieurs  et  que 
plusieurs  ne  puissent  être  réunis  en  un. 

En  général,  tout  corps  est  supposé  formé  de  plusieurs 
systèmes  de  cette  espèce.  On  ne  fait  de  la  sorte  aucune 
hypothèse  sur  la  nature  du  corps,  sauf  celle  de  l'invaria- 
bilité de  sa  masse;  supposer  le  nombre  des  points  in- 
variable au  cours  des  calculs,  n'est  qu'une  fiction  pure- 
ment  mathématique    sans    conséquence    physique.     Les 
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équations  de  continuité  établies  ci-dessus  sont  valables 
pour  chaque  système  en  particulier. 

De  plus  toute  pression  exercée  sur  un  élément  super- 
ficiel de  l'espace  peut  être  considérée  comme  produite 
par  le  mouvement  des  points  matériels  qui  passent  par 
cet  élément,  la  pression  suivant  une  direction  donnée 
étant  définie  avec  plus  de  précision  comme  la  quantité 
de  mouvement,  estimée  suivant  la  direction  donnée, 
des  points  qui  dans  l'unité  de  temps  passent  par  l'élé- 
ment considéré.  Dans  le  cas  d'une  pression  variable, 
cette  quantité  de  mouvement  doit  être  mesurée  par  la 
quantité  de  mouvement  au  moment  considéré.  Cette 
définition  est  une  conséquence  directe  de  la  décomposi- 
tion supposée  du  corps  en  points  matériels  mobiles,  et 
elle  aussi  n'introduit  aucune  hypothèse  physique. 

La  pression  sur  une  surface  en  mouvement  peut 
être  conçue  d'une  manière  analogue:  il  suffit  d'imaginer 
que  la  surface  se  meuve  en  même  temps  que  le  corps, 
de  sorte  que  tout  élément  de  la  surface  par  lequel  passe 
un  grand  nombre  de  points  matériels  reçoive  le  mouve- 
ment moyen  de  ces  points.  Par  «mouvement  moyen" 
on  entend  un  mouvement  dont  les  vitesses  composantes 
suivant  les  trois  axes  sont  les  vitesses  des  éléments  per- 
pendiculaires à  ces  trois  axes  se  mouvant  de  manière  à 
faire  passer  des  masses  égales  des  deux  côtés. 

Si  l'on  désigne  par  21  une  somme  étendue  à  tous 
les  systèmes  de  points  matériels,  dont  est  composé  le 
corps,  on  verra,  en  employant  la  notation  ci-dessus,  que 

2mNa'  dtdbdc 

est  la  masse  totale  qui  dans  l'élément  de  temps  dt  passe 
par  la  surface  latérale  dbdc  du  parallélipipède.    Si  cette 
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surface  a  une  vitesse  telle  qu'aucune  masse  n'y  passe, 
on  aura 

2,)nN(a'—u)  =  0. 

u  est  donc  la  composante  de  la  vitesse  du  mouvement 
moyen  dans  la  direction  de  l'axe  des  x.  Les  deux  autres 
composantes  sont  déterminées  par 

Im'N(b'  —  v)  =  0,     ImNÎ^—w)  =  0. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  (1)  par  m,  et  si  l'on  forme 
les  équations  correspondantes  pour  tous  les  systèmes, 
puis  qu'on  additionne  toutes  ces  équations,   on  trouvera 


v 

— 


ô(mN)      à\mNa')      ô  { mNb')      ô(mNc') 


=  0. 


dt        '        Ôa  b  de 

Cette  équation,  combinée  avec  les  équations  ci-dessus, 
donnera 

dp      S  (pu)      ô(pc)   ,   ô(pw)         0  r„v 

'et  ^  da   "r "6b        de  '  l  } 

où  l'on  a  remplacé  2m  N  par  o,  qui  représente  en  con- 
séquence la  somme  des  masses  des  points  matériels 
compris  dans  l'unité  de  volume;  par  suite  p  n'est  autre 
chose  que  la  densité  du  corps  au  point  a,  b,  c.  De  plus, 
comme  u,  v,  iv  sont  les  composantes  de  la  vitesse  de  ce 
même  point  du  corps,  si  l'on  ne  tient  compte,  comme  à 
l'ordinaire,  que  du  mouvement  moyen  du  corps,  l'équa- 
tion (3)  est  tout  à  fait  identique  à  l'équation  bien  connue 
qu'on  nomme  spécialement  V équation  de  continuité. 

Si  l'on  multiplie  l'équation  (2)  par  ma'da'db'dc'  et 
qu'on  l'intègre  entre  les  limites  des  variables,  puis  qu'on 
additionne  les  équations  correspondantes  pour  tous  les 
systèmes,  on  obtiendra 


d(mNa')      djmNa'*)      d(mNa'b')   ,  djmNa'c')  ~ 

~Ôt         '         Ôa~  ~W~  ~6e  mjSa 


=  0. 
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Ici  a!'  désigne  la  valeur  moyenne  de  a"  pour  toutes 
les  valeurs  de  a\  b',  c'.  En  ce  qui  concerne  le  calcul 
indiqué,  on  doit  remarquer  que  l'on  a  effectué  l'intégration 
par  parties  des  trois  derniers  termes  de  l'équation  (2)  et 
que  les  intégrales  qui  correspondent  aux  limites  de  a',  b',  c' 
s'évanouissent:  en  effet  s  entre  comme  facteur  dans  ces 
intégrales,  et  les  limites  de  a\  b',  c'  sont  choisies  de 
manière  que  la  probabilité  s  s'évanouisse  pour  ces  limites, 
qui  peuvent  être  considérées  comme  finies,  même  si  elles 
sont  aussi  grandes  qu'on  veut. 

Par  suite  si  Px,  T3,  T2  sont  les  pressions  dans  les 
directions  des  axes  des  x,  des  y  et  des  z  sur  l'unité  de 
surface  du  corps  sur  la  face  latérale  dbdc  du  paralléli- 
pipède  dru,  on  aura,  en  conséquence  de  la  définition 
donnée, 


P1  =  2mN(a'—  u)\     T3  =  2mN(a'—  u)  (b'—  v), 


T2  =  2'mtf(a'— m)(c'— t>), 
d'où,  en  ayant  égard  aux  équations 

ZmNÇÏ—  w)  =  0,  2mN(F—  v)  =  0,  2mN(7—w)  =  Q, 
on  déduira 

ZmNJ'2  =  P.  +  pu2,     2mN~tib'  =  T3  +  puv, 
l'mNa'c'  ==   T2-\- puw. 

Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  (4),  et  qu'on 
en  retranche  l'équation  (3)  multipliée  par  w,  on  obtiendra 

(du      du     ,  du     .  du    \   ,    ÔP1  ,  ÔT    ,  ÔT  .   /c. 

où  pA  remplace  l'mNcF.  A  peu  têtre  considéré  comme 
l'accélération  du  mouvement  moyen  au  point  a,  b,  c  dans 
la  direction  de  l'axe  des  x. 
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Des  expressions  analogues  peuvent  être  formées  pour 
les  autres  faces  latérales  du  parallélipipède  dzs. 

Ces  équations  sont  bien  connues  et  sont  employées 
pour  le  calcul  des  mouvements  et  des  pressions  dans 
les  corps,  tant  solides  et  élastiques  que  liquides;  on  y 
introduit  seulement,  selon  la  nature  du  problème,  cer- 
taines suppositions  restrictives.  Au  contraire,  les  équa- 
tions qui  dépendent  seulement  des  mouvements  moyens 
ne  suffisent  pas  à  résoudre  tous  les  problèmes  proposés 
par  la  science  moderne,  comme  la  détermination  de  la 
diffusion,  le  frottement  intérieur,  la  propagation  de  la 
force  vive,  qui  est  aussi  intimement  liée  à  la  conduction 
de  la  chaleur. 

Ce  sont  de  tels  problèmes  qui  indiquent  la  marche 
suivie  ici.  Les  équations  de  condition  établies  ici  sont 
les  équations  cinétiques  fondamentales;  car  elles  expri- 
ment les  lois  générales  du  mouvement  dans  l'intérieur 
des  corps,  indépendamment  des  forces  mises  en  jeu, 
et  elles  sont  en  même  temps,  si  l'on  passe  de  la  manière 
indiquée  aux  pressions  intérieures  des  corps,  une  généra- 
lisation des  équations  dynamiques  ordinaires  (équation  (5) 
et  les  deux  analogues).  C'est  pourquoi  elles  peuvent  être 
considérées  comme  servant  d'introduction  à  la  discussion 
générale  des  problèmes  mentionnés  plus  haut,  tandis 
que  la  solution  de  ces  problèmes  ne  peut,  cela  va  sans 
dire,  être  obtenue  que  par  l'introduction  d'hypothèses 
particulières. 


SUR  LE  DÉVELOPPEMENT 

DES   FONCTIONS   ARBITRAIRES 

AIT  MOYEN  DE  FONCTIONS  DONNÉES. 
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SUR  LE  DEVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  ARBI- 
TRAIRES AU  MOYEN  DE  FONCTIONS  DONNÉES. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK  1876,  P.  129-144- 

Lie  développement  d'une  fonction  donnée  f(x)  en 
série  infinie  ou  par  une  intégrale  définie  où  la  variable 
n'entre  que  dans  des  fonctions  données  peut  être  rap- 
porté à  la  forme 

f(x)  =    ykAkF(x,k).  (1) 

Le  procédé  pour  la  détermination  d'un  tel  déve- 
loppement consiste  généralement  à  déterminer  d'abord 
les  coefficients  Ak  du  développement,  supposé  possible, 
puis  à  discuter  les  conditions  de  validité  de  ce  développe- 
ment.  Nous  supposerons  que  les  coefficients  sont  déter- 
minés par 

va 

et  que  l'intégration  est  effectuée  suivant  un  chemin  réel, 
de  a  à  b.  On  reconnaît  alors  immédiatement  que  le 
développement  trouvé  n'est  valable  que  si  x  est  réel  et 
compris  entre  les  limites  a  et  b;  car  le  second  membre 
de  l'expression  (1)  est  indépendant  de  toutes  les  valeurs 
que  peut  prendre  la  fonction  /"(#),  quand  la  variable  est 
imaginaire  ou  quand  elle  reste  en  dehors  desdites  limites. 
Après  avoir  déterminé  la  fonction  <p(x),  on  doit  discuter 
plus  en  détail   les   conditions  de   validité  du  développe- 

32* 
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ment  et  cela  se  fait  généralement  d'après  une  méthode 
que  Dirichlet  a  imaginée  à  propos  des  développements 
au  moyen  des  fonctions  circulaires  (sin.  et  cos.)  et  au 
moyen  des  fonctions  sphériques  (Repert.  de  Dove,  tome  1 
et  Journal  de  Grelle,  tome  17).  La  marche  de  cette 
méthode  est  de  chercher  d'abord  la  somme  d'un  nombre 
fini  de  termes  de  la  série  (1),  puis  d'exécuter  l'intégration 
indiquée  dans  (2)  et  finalement  de  chercher  la  valeur 
limite  de  la  somme,  quand  le  nombre  des  termes  croît 
à  l'infini.  Si  l'on  cherche  cette  valeur  limite  avant  d'ef- 
fectuer les  intégrations,  le  résultat  sera  en  général  in- 
déterminé, bien  que  fini;  aussi  les  formules  exigent  elles 
que  les  intégrations  soient  exécutées  d'abord,  et,  en 
général,  il  n'est  pas  permis  d'intervertir  l'ordre;  pour- 
tant, il  va  sans  dire  qu'on  a  le  droit,  comme  le  fait 
Dirichlet,  de  sommer  d'abord  un  nombre  arbitraire,  mais 
fini,  de  termes,  avant  d' effectuer  l'intégration. 

C'est  cette  marche  qu'on  a  suivie  de  préférence, 
après  lui.  Ainsi  on  la  retrouvera  dans  le  „Handbuch 
der  Kugel  fonction  en"  de  Heine,  dans  les  „ Partielle  Diffe- 
rentialgleichungen"  de  Riemann,  dans  le  mémoire  de 
Hankel  „Die  Fourier'schen  Reihen".  Dans  ce  dernier 
mémoire  (Mathem.  Ann.,  tome  8)  la  méthode  est,  en 
tant  que  le  permet  la  nature  du  problème,  appliquée 
pour  la  première  fois  au  développement  par  les  fonc- 
tions cylindriques  ou  fonctions  besséliennes  (de  la  pre- 
mière espèce).  Dans  un  mémoire  de  Schlâfli,  récemment 
publié  (Mathem.  Ann.,  tome  10)  le  même  problème  est 
traité  d'une  manière  nouvelle;  mais  la  méthode  est  encore 
celle  de  Dirichlet. 

Sans  doute  la  théorie  du  développement  des  fonc- 
tions   arbitraires    au    moyen    de    fonctions    données    est 
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d'une  grande  importance,  surtout  pour  la  physique 
mathématique;  aussi  est-il  à  prévoir  qu'elle  s'étendra 
successivement  à  des  fonctions  de  développement  beau- 
coup plus  nombreuses  que  celles  qu'on  a  employées 
jusqu'ici.  Mais  la  méthode  de  Dirichlet  comporte  déjà 
dans  les  cas  traités  par  lui-même  des  difficultés  assez 
considérables,  qui  proviennent  en  premier  lieu  de  ce 
qu'on  doit  sommer  un  nombre  fini  de  termes  d'une 
série  non  convergente  et  puis  intégrer  entre  des  limites 
finies  le  résultat  trouvé.  Mais  cette  difficulté  n'est  pas 
inhérente  à  la  nature  du  problème.  Le  problème  exige, 
comme  on  voit,  d'abord  une  intégration  par  rapport  à 
x  dans  (2),  et  cette  opération  peut  toujours  être  facile- 
ment exécutée,  au  moins  entre  deux  limites  infiniment 
rapprochées.  Puis  on  peut  effectuer  la  sommation  (1), 
pourvu  qu'on  se  borne  à  cet  élément  de  l'intégrale;  car 
la  série  doit  toujours  à  présent  être  convergente,  et  en 
traitant  de  la  même  manière  tous  les  éléments  dans 
lesquels  l'intégrale  (2)  peut  être  décomposée,  on  obtiendra 
la  somme  cherchée. 

Pour  opérer  ladite   intégration   entre   les  limites  xx 
et  x2,  on  pourra  appliquer  la  proposition  suivante 


[dx'  Qx"  (f(x')  -  f(x"))  {<p  (X')  -  tp  (X  ")) 

f(x')  tp  (x')  dx'  —  2  \f(x')  dx'  \<p  (x')  dx'. 

Xx  VXi  vx1 


(3) 


Ici  l'on  suppose  que  x2 — x1  est  une  quantité  infini- 
ment petite.  Si  les  deux  fonctions  f  et  <p  sont  finies  et 
continues  entre  les  limites  xx  et  a?2,  on  reconnaît  facile- 
ment que  le  premier  membre  de  l'équation  est  infiniment 
petit  de  l'ordre  de  (x2 — a^)4,  tandis  que  les  deux  termes 
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du  second  membre  sont  chacun  de  l'ordre  de  (x2 — xj. 

1  (*T2 

Dans  ce  cas,   où  l'on  peut  remplacer \ f\œ') dx1  par 

f(x1)  ou  f(x2)  on  aura  donc 


C/V)  <p  (*')  dx'  =  f(*ù  {  <p  (xf)  dx\  (4) 

Dans  le  cas  où  l'une  des  deux  fonctions,  <p(x)  par 
exemple,  est  finie  mais  varie  infiniment  vite,  de  manière 
qu'elle  est  comparable  à  coskx  ou  s'mkx  pour  k  infini- 
ment  grand,    <p(œ') —  <p(%")   aura  une  valeur  finie   et  le 

premier   membre    de   (3)    sera    de  l'ordre    de  ^-^-= — ^-, 

k 

tandis  que  chacun  des  deux  termes  du   second  membre 

*  note  i. .  sera   de  l'ordre  de     2  ,    *  .*      Donc  l'équation   (4)    sera 

encore  valable  dans  ce  cas,  qui  se  présentera  précisé- 
ment dans  ce  qui  suit.  Au  contraire,  si  les  deux  fonc- 
tions <p(x)  et  f(x)  sont  de  cette  espèce,  tous  les  termes 
de  l'équation  (3)  seront  du  même  ordre  et  l'équation  (4) 
ne  sera  plus  valable. 

Donc  si  l'intégrale  (2)  est  décomposée  en  une  somme 
d'intégrales  de  la  même  espèce  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (4)  où  les  deux  limites  de  chaque  intégrale 
sont  infiniment  rapprochées,  l'équation  (4)  sera  valable 
pour  tous  les  éléments  d'intégrale,  pourvu  que  f(x)  soit 
une  fonction  finie  et  continue  entre  les  limites  a  et  b  et 
que  <p{x)  soit  finie  et  continue  ou  varie  infiniment  vite. 
Mais,  f(x)  étant  finie  et  discontinue,  si  l'on  a  soin  que 
les  points  xx  et  x2  coïncident  avec  les  points  de  discon- 
tinuité de  la  fonction,  ce  qui  est  toujours  possible,  à 
condition  que  la   discontinuité  ne  se  produsie  qu'en  un 
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nombre   fini   de  points  entre  a  et  b,  l'équation  (4)  sera 
encore  applicable  dans  ce  cas. 

Si  la  fonction  f(x)  devient  infinie  en  un  seul  point 
ou  en  un  nombre  fini  de  points  c,  xt  ou  x2  devra  de 
même  coïncider  avec  l'un  de  ces  points;  par  suite,  l'un 
des  éléments  de  l'intégrale  desquels  on  tient  compte 
dans  la  somme  (1)  sera 

S  (f(x')  <p  (•*',  fc)  F(x,  k)  dx\  (5) 

Ici  xx  peut  être  suffisamment  voisin  de  c  pour  que 
f(x')  soit  toujours  ou  croissante  ou  décroissante  entre 
les  limites  de  l'intégrale.  Alors,  d'après  une  proposition 
employée  par  Dirichlet,  l'expression  ci-dessus  sera  com- 
prise entre  les  limites 

MÙ{x')dx'     et     N(f{x')dx, 

M  et  N  étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs 
que  peut  prendre 

Z<p(x'k)F(x,k) 

k 

entre  les  limites  de  l'intégrale.     Donc,   si   cette   quantité 
est  finie,  même  si  elle  est  indéterminée,  et  si  f(x)  devient 

r»X 

infinie  de  telle  manière  que  \f(x')dx'  reste  finie  et  con- 

*>a 

tinue  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a  et  />,    la 
somme  (5)  convergera  vers  zéro. 

Après  avoir  déterminé  les  éléments  d'intégrale  au 
moyen  de  l'équation  (4),  on  doit  opérer  la  sommation 
par  rapport  à  k  indiquée  dans  l'équation  (1).  Dans  une 
classe  de  développements  fonctionnels  qui  sont  d'une 
grande  importance  pour  la  physique   mathématique,    les 
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k  sont  les  racines  de  l'équation  F(b,k)  =  0,  et  le  dé- 
veloppement entraîne  que  f{x)  soit  nulle  pour  la  valeur 
limite  x  =  b. 

C'est  pourquoi  j'exposerai  quelques  formules  géné- 
rales relatives  à  la  sommation  de  cette  espèce  de  séries. 

p  (y") 
Soit  donnée  une  fraction  -^-\ ,  dont  le  numérateur 

<i  (y) 

et  le  dénominateur  peuvent  tous  deux  être  développés 
en  série  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de 
y,  ces  séries  étant  convergentes  pour  toutes  les  valeurs 
de  y.  De  plus,  soient  k  les  racines  de  l'équation  q  (y)  —  0  ; 
on  suppose  qu'aucune  de  ces  racines  n'annule  p  (y).  On 
considère  l'intégrale 


nj 


2m) 


di)  .dL-  Q  m 

)q(t)  t-y  ~  y'  W 

où  la  variable  t  est  supposée  complexe.  Cette  variable 
est  supposée  parcourir  dans  le  sens  positif  (sens  inverse 
de  celui  des  aiguilles  d'une  montre)  un  cercle  de  rayon 
p  et  ayant  son  centre  au  point  origine.  Donc  si  l'on 
pose  t  =  pe6\   on  aura 

0         1  \p[pe01)    Pe6lde  7) 

V        ^\q(pe^)' pe^-y'  W 

p  croissant,  Q  convergera  vers  zéro,  si  l'on  a 


/plpef*) \PZ^  \  °»  P°ur  sin^  <  °'  \ 
\q\p$%)J         \  a,  pour  sin#  =  0,  \ 


(8) 


où  a  désigne  une  quantité  finie. 

D'autre  part,  on  peut  déterminer  l'intégrale  Q  en 
décrivant  dans  le  sens  positif  des  cercles  infiniment  petits 
autour    des    points    qui    correspondent    aux    racines    de 
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l'équation  q(t)(t—y)  =  0.  De  celle  manière,  si  toutes 
les  racines  k  sont  différentes  les  unes  des  autres  et  dif- 
férentes de  y,  on  remplacera  l'équation  (6)  par  celle-ci 

n      i%)  i   v      P(k)  (q\ 

V         q(y)^tq'(k)(k-y)'  K) 

Par  suite,    on  peut   égaler  cette    expression   à   (7), 
pourvu    que    la    sommation   soit    étendue    à    toutes   les 
racines   k  plus  petites  que  p  et  que   de  même  y  soit 
plus  petit  que  p*.    p  croissant  à  l'infini,  on  aura  donc,   *  note  2. 
si  la  condition  (8)  est  remplie, 

£M  4-  v       P(k)        -  n  (10) 

la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  racines  k  (qui 
sont  en  nombre  infini)  rangées  d'après  l'ordre  de  gran- 
deur de  leurs  modules.  On  voit  ainsi  que  la  règle  de 
décomposition  des  fractions  rationelles  peut  encore  être 
appliquée  à  l'espèce  de  fractions  considérée  ici,  pourvu 
que  la  condition  (8)  soit  remplie. 

Si  le  développement  de  q(y)  suivant  les  puissances 
croissantes  de  y  commence  par  une  puissance  positive 
de  */,  comme  ym,  et  si  celui  de  p(y)  commence  par  la 
même  puissance  ou  par  une  puissance  supérieure,  on 
pourra,  pour  éviter  les  racines  k  =  0  communes  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  diviser  p  et  q  par  ym; 
mais  on  reconnaît  facilement  que  la  formule  (10)  sera 
encore  valable,  si  l'on  ne  fait  pas  cette  réduction,  à  con- 
dition qu'on  ne  tienne  pas  compte  des  racines  k  =  0 
dans  la  sommation. 

On  peut  encore  faire  ce  calcul  dans  le  cas  ou 
l'équation  q{y)  =  0  a  des  racines  égales. 
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Nous  considérerons  en  particulier  le  cas  de   /  ,  ;  x, , 

(2(30) 
où,  comme  ci-dessus,  q(y)  =  0  n'admet  pas  de  racines 

égales  ni  de  racines  qui  satisfassent  à  p(y)  =  0.  Alors, 
par  une  analyse  analogue  à  la  précédente,  ou  en  ap- 
pliquant les  règles  de  la  décomposition  des  fractions,  on 
trouvera 

p(y)    .y1     d  (     p(k)     \  _  a        nn 

pourvu  que  la  conditions  correspondante  à  (8) 

/  P\p^)   Y°~"  |  0-  sin#  S  0,  \ 
UîKW         U  sin#-0,  |  V  "' 

soit  remplie.  Si  le  développement  de  q(y)  commence 
par  ym  et  celui  de  p(y)  par  y2m  ou  par  une  puissance 
supérieure,  on  peut  employer  la  même  formule,  à  con- 
dition qu'on  ait  soin  de  négliger  les  racines  k  =  0. 

Je  vais  maintenant  faire  l'application  de  la  méthode 
générale  indiquée  ici  à  deux  développements  d'une  fonc- 
tion arbitraire  au  moyen  des  fonctions  besséliennes  de 
la  première  espèce.  Ces  fonctions  sont  définies  pour 
tout  indice  »,  entier  et  positif,  par  l'égalité 


/  r  \n  1       /  r  \ n+2         1 
Mr)  =  ^2  J'nT      \2/   '  (»+l)!l! 

+  \f )   '  (»-f<2)!2!       "' 


(13) 


d'où  l'on  déduit,  pour  ?£  =  0, 

r2        r4 
•A>(r)  ==  * ~  22  "•"  2^      2^42 62 


r2   ,     r4  r6 


Nous   appellerons   l'attention   sur  les   équations  sur- 
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vantes  que  nous  emploierons  ultérieurement  et  qui  peu- 
vent facilement  être  déduites  de  (13) 

d(r-"Jn(r)) 


dr 

d(rnJn(r)) 


r-»Jn+l(r),  (B) 


r»Jn^(r),  (15) 

Si  l'on  admet  que  les  équations  (14)  et  n">)  sonl 
encore  valables  pour  (n — 1)  négatif,  on  déduira  succes- 
sivement de  ces  équations 

J^(r)  _  -J^r),     J_2(r)  =  J2(r), 
J_n(r)  =  (—\)n  Jn(r). 

L'extension  de  la  définition  au  cas  des  indices  frac- 
tionnaires ne  devant  être  d'aucune  utilité  dans  ce  qui 
suivra,  nous  l'omettrons.  Nous  ajouterons  encore  que 
Jn(r)  est  une  fonction  périodique  qui,   pour  des  valeurs 

1  /1T        /        2^4- 1     \ 
croissantes  de  r,  s'approche  de  J/  -—  eosir-    — F~_7r)' 

et  que  l'équation  Jn(r)  =  0  n'a  que  des  racines  réelles: 
pour  la  démonstration  de  ces  propriétés,  nous  renverrons 
aux  „Studien  ûber  die  Bessel'schen  Funktionen*  de 
Lommel.*  *  note  3. 

En  conséquence  des  équations  (16),  nous  aurons 


Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  relations,  par 
Jn(ftr)  et  la  seconde  par  Jn{ar),  on  obtiendra  par  sous- 
traction 
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r  d 


r ^  [J»W  ~^~  -J»^  ~dr)) 
±{a2-fi2)Jn{ar)Jn{fir)  =  0. 


Cette  équation,  multipliée  par  rdr  et  intégrée  entre 
les  limites  r  =  0  et  r  =  1,  donnera 


tlIn{a)J'n{p)-aJn{P)Jn{a) 

-  (a2~fi*)Ùn(ar)Jtt(fir)rdr, 


(17) 


où  J'n  représente,   suivant  la   notation  de  Lagrange,    la 
dérivée  de  Jn. 

Si  nous  supposons  que  k  et  kx  sont  des  racines 
différentes  de  l'équation  Jn(>)  =  0,  on  aura 

^Jn{kr)Jn{kxr)rdr  =  0,  (18) 

et  si  k!  et  k\  sont   de  racines  différentes   de  la  dérivée 
J'n(r),  l'équation  (17)  donnera  de  même 

\jn{k'r)Jn(k[r)rdr  =  0.  (19) 

Différentions  l'équation  (17)  par  rapport  à  fi  et 
faisons  ensuite  a  =  fi;  en  ayant  égard  à  l'équation  (16), 
on  trouvera 

tf(Jn(ar))%rdr  =  (  1  -  ^(Jn(a))2+(J'n(a)f, 

et  par  suite 

ù^(Jn(kr)Yrdr  =  (J„(k))\  (20) 

tf(Ja{k'r)frdr  =  (l_|]j(J„(&'))».  (il) 
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Nous  considérerons  à  présont  le  développement 
traité  par  Hankel  et.  Schàfli 

f(r)  =  2AkJn{kr),  (22) 

k 

où  la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  racines  posi- 
tives k  de  Jn(r)  =  0.  D'après  ce  qui  précède,  on  pourra 
déterminer  les  coefficients  Ak  en  multipliant  l'équation 
par  <^Jn{k1r)rdr  et  intégrant  de  r  =  0  à  r  =  1;  par 
où  l'on  obtiendra,  en  vertu  des  équations  (18)  et  (20) 

^Jn(Kr)rf(r)dr  =  Ak{J'n{kl})\ 
ou,  en  écrivant  r'  au  lieu  de  r  et  k  au  lieu  de  fct, 

Il  suit  de  là  que  le  développement  (22)  déterminé 
de  cette  manière  ne  peut  être  valable  que  pour  r  réel 
et  compris  entre  0  et  1.  Pour  ces  limites  elles-mêmes, 
le  second  membre  de  (22)  s'évanouira,  sauf  dans  le 
cas  n  =  0  et  r  =  0.  Pour  discuter  avec  plus  de  pré- 
cision les  conditions  de  validité  du  développement,  il  faut 
considérer  la  somme 

où  les  limites  rt  et  r2  de  l'intégrale  sont  comprises  entre 
0  et  1  et  où  r2 — r\  est  une  quantité  infiniment  petite 
et  positive. 

Pour  exécuter  la  sommation  qui  se  présente  ici,  on 
fera  d'abord  dans  (11)  q(y)  =  Jn{y)  et  y  =  0;  comme 

-tt  (  k  J'n  (k)  \  =  0,  on  obtiendra  ainsi,  d'après  (16), 
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{Jn{y)f\  i{J'n(k)Yk'  ^°> 

Si  l'on  fait  de  |.m*s  J9(y)  —  Jn+m(jjr)Jn+m(yr^  où  m  est 
un  entier  positif  ou  0,  on  trouvera  sans  difficulté  que  ia 
condition  (12)  est  remplie  si  la  somme  de  r  et  r1?  qui 
4  note  4.  ions  deux  sont  positifs,  est  plus  petite  que  2*,  et  comme 
on  obtiendra  au  moyen  de  (14)  et  (15) 

p'(k)  =  r  Jn+m-\  (kr)  Jn  ;.  m  (krj  —  rxJn+n  (kr)  Jn+m+i  (kt\) , 
l'équation  (25)  donnera  pour  m>0 

y  Jn+m-i(kr)  Jn  ;,.,(/  >  \  )    ___     >'       ,  Jn+m(kr)  Jn+m+ijkrJ 

(JUWk  rj  (J'n{k))2k 

Ces  séries  sont  convergentes  et  les  sommes  conservent 
pour  des  m  croissants  une  valeur  finie,  ce  qu'on  peut 
reconnaître  en  introduisant  les  valeurs  limites  des  fonc- 
*  note  s.  tions  besséliennes  pour  k  croissant  à  l'infini  *.  Si  donc 
on  fait  successivement  m  =  1,2,  3,  ...,  et  si  l'on  mul- 
tiplie les  équations  obtenues  de  cette  manière,  on  recon- 
naît que  pour  i\<ir 

Pour  m  =  0,    le    premier   membre    de  (25)    deviendra 
rnr%  et  l'on  aura,  à  cause  du  résultat  ci-dessus, 

Q     Jn-jftr)  Jn(k>\)  97 

*      (JS(tp    '■"  r"     J<  (    } 

La  somme  est  doublée  ici,  parce  que  le  même  terme  se 
répète  pour   deux  racines  égales,   mais    de    signes  con- 
traires; elle  ne  s'étend  donc  qu'aux  racines  positives. 
Ensuite,   pour  déterminer  les  mêmes  sommes  dans 
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le  cas  de  r,  égal  ou  supérieur  que  r,  nous  considérerons 
l'expression 


u 


9  vJn{kr)Jn{krù 


(Jn{k))2k2       ' 

En  employant  les  formules  (14)  et  (15)  on  en  déduira 

d(ur~n)  _     _G>    _n  ^Jn{hr)Jn+^h\) 
drx  *r*     f       (J;(A;))2A;      ' 

rf(«y)  „  yJn-i(kr)Jn{krù 

dr  :}    7"    (Ji  (&))*&       * 

Si  nous  avons  comme  ci-dessus  rx<.r,  on  verra, 
d'après  (2(5)  et  (27),  que  la  première  de  ces  expressions 
s'évanouit;  la  seconde  devient  —  r2n-{rT{.  Il  en  résulte  que 

où  c  est  une  constante  provisoirement  indéterminée.    On 
aura  de  plus 

~d^   ~  2Ti1      {J'nÇc)W~    l      (  }* 

Toutes  ces  équations  qui  sont  déduites  de  (26)  et 
(27)  sont,  comme  ces  relations  elles-mêmes,  valables 
pour  }\<Cr  et  r-f-r1<2.  On  peut  donc  poser  r  =  1, 
si  rx  reste  plus  petit  que  l'unité,  et  si  l'on  porte  cette 
valeur  de  r  dans  la  dernière  équation,  J„(k)  étant  nul, 
on  trouvera  c  =  1.  Si  l'on  tient  compte  de  cette  valeur  de 
c,  la  même  équation  donnera,  par  permutation  de  r  avec  rv 

Enfin,  si  dans  la  relation 
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d(ur-n)  _  Jn+i(kr)Mkri) 

dr  f       {J'n{k)fk       ' 

on   introduit  la  valeur  trouvée  de  u   et  qu'on  permute 
r  et  rx.  on  obtiendra 

La  fonction  m  elle-même  peut  facilement  être  déter- 
minée, si  rx>r,  en  permutant  rtetr.    On  verra  alors  que 
cette  fonction  qui  est  continue,  acquiert  pour  rt  =  r  la  valeur 
/r-« — r»\    sauf  ^ans  }e  cas  limite  r  =  0.     Par  con- 

séquent,  on  aura 

équation   qui,    multipliée  successivement  par  r2n  et  par 
r_2n,  donnera,  après  différentation  par  rapport  à  r, 

Q  v  «/»(&/•)  J,+1  (fer)  _  ± 

-T       {Jn{k)Yk      "     2r'  l°Jj 

pour  0<r<  1. 

Nous  revenons  maintenant  à  la  sommation  qui 
figure  dans  l'expression  (24).  D'après  l'équation  (4)  et 
sous  les  conditions  relatives  à  cette  équation,  on  pose 


Ûn(kr')r'f(r')dr'  =  f(r1)rîÛn(krf)r'i-»dr'; 


,(kr')r'f(r')dr'  =  f(rjr*{* 
après  l'intégration  faite,  cette  expression  deviendra 


^^  M-  /„-,(*»",)  -  r}-  J.-^Ar,)] ,        (32) 


509 


où  l'on  pourrait  d'ailleurs  dans  l'expression  f(rx)r^  rem- 
placer r1  par  r2  ou  par  une  quantité  arbitraire  entre  ra 
et  r2.  Il  reste,  pour  obtenir  l'expression  (24),  à  calculer 
les  deux  sommes 

■    7       (./A*))1*  «    7       MMO)'*       ' 

D'après  (28),  ces  deux  sommes  sont  pour  V>r2 
égales  à  r~n — rn;  de  même  d'après  (27)  elles  sont  égales, 
si  r  <  rt,  à  r_n.  Au  contraire ,  si  r  est  compris  entre 
r2  et  ra,  leur  différence  sera  —  r~n.  On  voit  par  là  que 
l'expression  (24)  s'évanouit,  à  moins  que  r  soit  compris 
entre  les  limites  rx  et  ra,  auquel  cas  elle  est  égale  à  f(r). 
Donc  le  développement  (22)  est  valable  pour  toute  fonc- 
tion f{r)  finie  et  continue  entre  les  limites  0  et  1. 

Si  f(r)  est  une  fonction  discontinue  pour  un  nombre 
fini  de  valeurs  de  r,  on  fait  coïncider,  comme  nous 
l'avons  dit  ci-dessus,  les  limites  rx  ou  r2  avec  les  points 
de  discontinuité,  lorsque  ceux-ci  sont  infiniment  rap- 
prochés de  ces  limites.  Si  de  plus  r  tombe  en  un 
point  de  discontinuité,  on  verra  d'après  (30)  que,  pour 
r  =  rx  ou  r  =  r8,  l'expression  (24)  est  égale  à  \f(r), 
ce  qui  montre  que  le  développement  (22)  donne,  pour 
les  points  de  discontinuité,  la  valeur  moyenne  des  deux 
valeurs  de  f(r). 

Si  r  et  r2  sont  tous  deux  égaux  à  l'unité,  on  ne 
peut  plus  employer  les  formules  de  sommation  qui  sup- 
posent r-(-r2<2,  mais  on  reconnaît  immédiatement 
que  le  développement  (22)  s'évanouit  pour  r  =  1.  Pour 
r  =  rx  —  0,  la  formule  de  sommation  (30),  qu'il  fau- 
drait employer,  cesse  de  même  d'être  valable,  et  le 
développement  (22),  ainsi  que  nous  l'avons  vu,  se  réduit 

IL  33 
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à  zéro,   à  l'exception  du   cas   où  l'on  a  en  même,  temps 
n  =  0. 

Nous  étudierons  le  dernier  cas  plus  en  détail.  Il  est 
évident  que  pour  r  =  0  tous  les  éléments  de  l'intégrale 
(24)  s'évanouiront  par  la  sommation,  à  l'exception  de 
celui  qui  correspond  à  rt  =  0.  Donc  si  l'on  sup- 
pose en  même  temps  n  égal  à  zéro  dans  (23),  on  pourru 
écrire 

2/XO)  fV„.  ,.   ,,  ,  2/"(0) 

par  où  le  développement  (22)  deviendra  pour  r  =  0 

Cette  sommation  peut  facilement  être  exécutée  au 
moyen  de  la  formule  (10),  si  l'on  pose  p(y)  =  1, 
q(y)  =  J0(y)  et  y  =  0  ce  qui  donnera 

2 

Il  en  résulte  que  le  développement  (22)  est  encore 
valable  dans  le  cas  considéré. 

Reste  à  rechercher,   si  le  développement  est  encore 

valable  quand  f(r)   devient  infinie,    tandis  que  y(r)dr 

est  finie  et  continue.  Gela  dépend,  ainsi  que  nous  l'avons 
prouvé,  de  la  sommation  qui  figure  dans  (22),  si  elle 
donne  un  résultat  fini,  même  s'il  est  indéterminé,  quand 
la  sommation  est  exécutée  avant  l'intégration,  r  et  r' 
étant  différents.     La  somme  à  discuter  est 

.,Jn{fcr)JnirCF)  «^    ,  /oo\ 

t      Ut»         ?™  >■<>■  (33) 
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Dans  cette  somme  Jn(rk)  s'approche   de  la  valeur 

y  —jr  coslkr —      ~T    it  1,    pour  des  valeurs  croisantes 

de  k,  tandis  que  la  miême  racine  s'approche  de  la  valeur 
/      ,  2n-l\ 

("H — ^rr 

Si  l'on  compare  la  série  ci-dessus  avec 

2— =  cosl  kmr l—  n  Jcosl  kmr ' — n  ),    (34) 

Vrr'        \  4        /        \  4        / 

où  km  =  lm-\- - --t —  I  7r    et  où  m  parcourt  toutes  les 

valeurs  entières  de  1  jusqu'à  oo,  on  reconnaît  que  les 
termes  de  ces  deux  séries  tendent  à  devenir  les  mêmes. 
Néanmoins  il  se  peut  que  les  différences  des  termes 
correspondants  des  deux  séries  ne  forment  pas  une  série 
convergente;  aussi  doit-on  s'assurer  du  fait  en  dévelop- 
pant les  termes   de   la  première  série  suivant  les  puis- 

1 

sances  croissantes  de  j- .     On   peut  d'ailleurs  déterminer 

directement  la  différence  des  deux  séries  de  la  manière 
suivante.*    Si  l'on  pose  *  note  6. 

P  (y)  =   rn_  r2  (r  Jn  (yr')  J'n  {yr)  —  r'Jn  (yr)  J'n  {yr')) ,     q  (y)  =  Jn  (y), 

t  \           y     \             (     t     2w+l    \    .    /         2w+l    \ 
My)  =ïh>rrC0SVr rn)*mVr  "      4     *) 

-j-rcos  lyr ~—  n)  sm  [yr ~ — n  I 

qx(y)  =   dos  [y 1-*)' 

et  si  l'on  forme  les  fractions  /     [.,  et  .{o,  bien  qu'on 

(ïW)     (?i  (y)) 


33* 
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ne  puisse  pas  décomposer  chacune  d'elles  en  particulier 
en  une  somme  de  la  manière  indiquée  dans  (11),  parce 
que  la  condition  (12)  n'est  pas  remplie,  on  pourra  pour- 
tant appliquer  l'équation  (11)  à  la  différence  des  deux 
fractions,  car  ici  la  condition  (12)  est  remplie,  ce  qui 
est  facile  à  reconnaître.  De  cette  manière,  on  obtiendra 
précisément  la  différence  des  deux  séries  en  question  (33) 
et  (34)  pour  le  même  nombre  (infini)  de  termes,  et  comme 
chaque  fraction  en  particulier  s'évanouit  pour  y  =  0, 
on  voit  que  la  différence  cherchée  est  0.  Cependant  la 
série  (34)  donne  une  somme  finie,  mais  indéterminée; 
la  série  (33)  se  comportera  donc  de  la  même  manière. 
Il    suit    de    là    que    le   développement  (22)    est   valable 

même  si  f(r)  devient  infinie,   pourvu  que  \f(r)dr  reste 

finie  et  continue. 

J'appelerai  finalement  l'attention  sur  un   développe- 
ment   nouveau    au    moyen    des    fonctions    besséliennes, 

savoir 

f(r)  =  2Bk,Jn(k'r),  (35) 

k' 

où  les  k'  sont  les  racines  de  l'équation  J'n(r)  =  0.  Pour 
déterminer  les  coefficients  B#,  multiplions  les  deux  mem- 
bres par  Jn(k\r)rdr  et  intégrons  de  r  =  0  jusqu'à 
/*  =  1  ;  nous  obtiendrons  ainsi,  en  vertu  des  équations 
(19)  et  (21) 

%Ùn(k[r)rf(r)dr  --=  BVl(\  -  p)(^',))2. 

De  là  résulte 


(i-Ji)(.wy 
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On  peut  rechercher  les  conditions  de  validité  de  ce 
développement  par  le  même  procédé  qu'on  a  employé 
pour  l'équation  (22).*  C'est  seulement  pour  n  =  0  que  *  note  i. 
le  développement  n'est  pas  valable,  car  alors  il  faut 
ajouter  une  constante  C,  qui  n'entre  pas  dans  la  déter- 
mination de  Bit,  puisqu'on  doit  avoir 


y0(k'r)rdr  =  -^  = ^ 


=  0. 


Pour  déterminer  cette  constante  qu'on  doit  ajouter 
au  second  membre  de  (35)  pour  n  =  0,  on  peut  multi- 
plier cette  équation  par  rdr  et  intégrer  de  r  =  0  jusqu'à 
r=l.  On  trouvera  de  cette  manière  que  le  développe- 
ment (35)  devient  pour  n  =  0, 

/■(/■)  =  ^mdr'  +  Z^^^Wymdr'.    (35') 

Les  deux  développements  (22)  et  (35)  peuvent  être 
employés  dans  la  physique  mathématique  pour  calculer 
le  potentiel  (par  exemple,  la  température  ou  la  tension 
électrique)  dans  l'intérieur  d'un  cylindre  droit  à  base 
circulaire,  quand  on  donne  pour  les  deux  bases  le  poten- 
tiel ou  sa  dérivée  suivant  la  direction  de  l'axe  (corres- 
pondant à  la  quantité  de  chaleur  ou  d'électricité  qui 
entre),  tandis  que  le  potentiel  ou  sa  dérivée  suivant  la 
direction  perpendiculaire  à  l'axe  est  donné  égal  à  zéro 
sur  toute  la  surface  courbe. 

Dans  le  premier  des  deux  cas,  le  potentiel  peut 
facilement  être  déterminé  au  moyen  de  (22),  dans  le 
second  par  (35).  Donc  les  deux  développements  ont 
des  applications  correspondantes  et  su  complètent  l'un 
par  l'autre. 
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NOTES. 
NOTE  1.     Lorenz  dit  que  les  deux  membres  seront 

l  np  np  \  np   np 

de  l'ordre  de  -2      *    et  de  l'ordre  de    2,    *:    en  réalité 

( jp  np  \  (  OC  OC   1 

ils  sont  de  l'ordre  de     2  ,    l    et  de        -,       ,  ce  qm  pour- 
tant n'entraîne  aucune  modification  dans  les  résultats. 

NOTE  2.  Lorenz  appelle  quantité  complexe  'plus 
petite  que  p,  une  quantité  dont  le  module  est  plus  petit 
que  p. 

NOTE  3.  La  proposition  concernant  la  réalité  des 
racines  n'est,  en  général,  valable  que  si  l'indice  de  la 
fonction  J  est  un  nombre  entier. 

NOTE  4.  Gela  devient,  évident,  si  l'on  introduit  les 
valeurs  limites  des  fonctions  pour  une  variable  indépen- 
dante complexe,  dont  le  module  croît  à  l'infini. 

NOTE  5.  On  reconnaît  facilement  que  la  série 
formée  en  remplaçant  les  fonctions  besséliennes  par  leurs 
valeurs  limites  est  convergente  ;  mais  cela  n'implique  pas 
que  la  série  originaire  soit  convergente.  La  démonstra- 
tion, pour  être  rigoureuse,  exigerait  que  les  différences 
des  termes  correspondants  des  deux  séries  formassent 
une  série  convergente. 
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NOTE  6.    Pour  contrôler  les  propositions  de  Lorenz, 

p  (v) 
nous  devons  chercher  les  valeurs  des  expressions  f ,' 

p  (y)  (2  W) 

et  ,,L%  pour  les  valeurs  de  y  dont  le  module  est  très 

&  (y)) 

grand. 

Pour  de  très  grands  modules  de  y  nous  aurons,  en 
employant  la  même  proposition  que  ci-dessus  sur  la  valeur 
limite  de  Jn{y), 


p(y)        y 


(9W     r"-r> 


\/r'        (          2w  +  l      \    .    /     ,      2»+l     \ 
V  ~  cos  [yr J--  7TJ  sin  ^r J—  ^  j 


cos  l  y 


[y — r-'j 


i/r        /     .      2n  +  l     \    .    /         ân  +  1     \ 

cos  (y 4^) 

=  Pi  (y)       1 

(q1(y))2r,2-r2' 

Si  l'on  pose  y  =  pêd ,  p  étant  infiniment  grand,  on 

/       2^4- 1    \ 
peut  choisir  p  de  manière  que  cos  [y J—  tl\  ne  soit 

égal  à  zéro  pour  aucune  valeur  de  6.  Dans  cette  sup- 
position, /  ;\-\3  —  ,    / \[*  -70 — 2  sera  fini  pour  sin  6  =  0 

(2  (y))     fe(y)) r  -r 

et  ,   ,  L*  s'évanouira  pour  toute  autre  valeur  de  6,   car 

te  (y)) 

l'expression  ,  }  JL  sera  du  même  ordre  de  grandeur  que 

/0(r+r'~  2)|  sin  0| 

|sin#|  étant  la  valeur  numérique  de  sin#,  et  comme 
cette  expression  s'évanouit  pour  p  =  -\-  oc,  l'expression 
en  question  s'évanouira  de  même. 

Du  reste,  je  suppose  que  Lorenz  a  écrit  par  in- 
advertance le  dénominateur  r'2 — r2  de  p(y)  et  que  ce 
dénominateur  doit  être  négligé. 
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NOTE  7.     Pour    examiner    avec   plus    de    précision 
les  valeurs  des  séries 


u  =  1 


"2Jn(kfr)  Ùn(k'r')r'f(r')dr' 

1 _Jo 

*      (i-~)(Mk')f 


on  a  besoin  de  valeurs  des  séries 

7>(k,2-n2)(Jn(k'))2  ' 
Pour  trouver  la  somme  d'une  telle  série,  on  considère 

p{y)(y  —  rf) 


l'expression       i(j,,  ,sZ-  en  posant  dans  (1 1)  q(y)  =yJn(y) 

.  y  \yn{y)) 

et  en  remplaçant  jp(y)  par  p(y)(y2 — w2),  ce  qui  donne 
p(yW—  n*)] 


y\Jn(y)Y 


—  2' 7 


,  _      _^ d_  /     k'pjk') \ 

'  (k'2-n2)Jn(k')  dk'  {jn(k')(k'^y)r 


relation  où  l'on  doit  pourtant  supposer  que  p(y)  con- 
tient en  facteur  y2n  (w>0)  ou  une  puissance  supérieure 
de  y.    Dans  cette  supposition,  on  aura  pour  y  =  0 


~p(yW—rf) 
[  yVi(y)f  \ 

»-•                   k'p\k') 

"  (k"-H')(Jn(k')f          W 

Si  l'on  pose  ici 

P{y)    =    Jn+m{ry)Jn+m{>\y), 

on  aura  pour  m  >  0,  n  >  0 

yfc  tyn_|_m_ 

-i(k'r)Jn+n(k 

'»•,)        r,  vA'J»+m  (*"»•)  Ji+m+t^rJ 

Ces  séries  sont  convergentes  pour  r14-^*<2  et  l'on 
verra  de  la  même  manière  que  plus  haut  (p.  506)  qu'elles 
s'évanouissent  si  r^r.    Par  conséquent 
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t  (k'*-n2)(Jn(k'))2        u    lri<^* 

Si  m  =  0,  w>0,   le  premier  membre  de  l'équation  (1) 
devient  — rnr?,  d'où  résulte 

9  v       ^        Jn-i(k'r)  Jn(k'rx)  d 

-£(#•_„■)-       (J„(&'))2  J     ^^*> 

Par  la  méthode  qu'emploie  Lorenz  on  obtiendra  la 

valeur  de 

_    a  y   Jn{k'r)  Jn{k'r^ 
i{k'*-ri2){Jn{k')Y' 
On  trouve  pour  rx<r 

et  pour  rx>r 

g  v  Jn{hfr)Jn+i{k'r1)¥ 

Si  l'on  fait  tendre  r,  vers  la  valeur  r,  on  voit  que 
w  se  rapprochera  de  ~-  (rn  -f-  r~n)  que  rt  soit  plus  grand 
que  r,  ou  qu'il  soit  plus  petit.     On  aura  donc,  si  r<  1, 

2  >  v  7/  ,  (r—n    I     rn\ 

è(kn—n2){Jn(k'))2        ±nK       +  '  h 
d'où  l'on  déduira  facilement 

s.Jn_±(h'r)Jn(k'r)k'  _    1_ 

AV  (kf2-n2)(Jn(k')f         2r"rr        ' 

Jw(&>)y»+1(fc'r)fe'        J_ 

A  présent,  on  peut,  de  la  manière  développée  par 
Lorenz,  chercher  la  valeur  de  la  série  en  question, 
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l  /      ^  Hh'r) \  Jn  (Vr')  r'f{r')  dr'. 


(i-f*)«W 


Les  développements  faits  dans  cette  note  ne  sont  pour- 
tant pas  valables  pour  n  =  0.     Il  faut  dans  ce  cas  dé- 


composer l'expression 


p(y) 


en    fractions    partielles   et 


chercher  la  valeur  de  l'expression  pour  y  =  0.    Si  l'on 

pose 

P{y)  —  Jm{ry)Jm(riy), 


on  aura  comme  ci-dessus 

~Jm(ry)Jm{riy) 


lim 


vm 


y  =  0 
=   0 


pour  m>l.     Mais   comme,  J'0(y)  =  —Jj<y)i  on  aura, 
pour  m  =  1, 


lim 

=  —II 


"4(*'.y)4(*\y> 


y  =  o 


r  J0(fcV)  ./,(&>,)  —  rlJ1(k'r)Jt(k'rl) 


V(JjP)f 

et,  comme  le  dernier  terme  s'évanouit  pour  rx<r, 

"r'"",y(JA    ponrr><r' 

On  doit  ensuite  chercher  la  valeur  de 

Ici,  l'on  peut  décomposer  la  fraction  comme  à  l'ordinaire, 
mais  on  doit  tenir  compte  de  la  racine  y  =  0  de  l'équa- 
tion J'0(y)  =  0,   valeur  qui  ne  satisfait  pas  à  l'équation 

J<kyr)Jo{yri)  —  o. 
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On  obtiendra  ainsi 

MW  "    y  +      JSP)  dk<  \  {k'-y)  j;(V)J  ' 

ou  bien,  si  l'on  fait  tendre  y  vers  zéro 

lim/±    Jr.(y)J,.(yr1)\— 

,     rJl(Vr)JJLk>rl)  +  rlJl(erJJJLt>r) 
Mais 

lim/A_.7Xr)JD(yn)y^r8+r,_1 

Si  l'on  suppose  r<r1?  on  aura  donc 

A  présent  nous  pouvons  sans   difficulté  trouver  la 
valeur  de  la  série 

u  =  Zl'^^y(kY)r'f(r')dr'. 

Si  r,  et  r2  sont  infiniment  rapprochés,    et  sous   la  con- 
dition que  f(r)  reste  finie  et  continue,  on  aura 


\ 


Jo(k'r')r'f(r')dr'  =  f(r1)\j0(k'r')rfdtJ 

-^['•y,(*'o-«-,J,,(^)]. 


et,  par  conséquent, 


=  /w 


2  2'  -j^gL  \jt(k'r')  r'f{r')  dr> 
,    r,JSk'r)Jjk\)      9  ^JJjVrWVrJ 


k'(J0(k')f  —       k'(Jo(k')Y 

=  fW[— ♦i+K]»       si  r>r,  ou  *"<»",• 
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Si  r2>r>i\,  l'expression  est  égale  à  (1— r\-\-ifyf(r). 
Si  rx  et  r2  sont  infiniment  rapprochés,  on  peut  poser 
r% — rx  —  drx,  rx-\-r2  =  2ra,  et  en  prenant  la  somme 
de  tous  les  éléments  de  l'intégrale,  on  obtiendra 

u  -  m-ZirJirjdr^ 

ce  qui  démontre  la  proposition  de  Lorenz. 


SUR  LES  NOMBRES  PREMIERS. 


SUR  LES  NOMBRES  PREMIERS. 

TIDSSKRIFT  FOR  MATHEMATIK  1878,  P.  1-3. 

Il  est  toujours  possible  d'obtenir  une  expression  ex- 
acte de  la  forme 

Ap>  n    =    £>p  •  fl  -f-   VPt  n  (  1  ) 

du  nombre  Ap,n  des  termes  de  la  suite  1,  2,  3  ...  n 
qui  ne  sont  pas  divisibles  par  les  nombres  premiers 
2,  3  . . .  p ,  CPtn,  étant  une  fonction  périodique  qui 
reprend  les  mêmes  valeurs  quand  n  augmente  du  pro- 
duit des  nombres  premiers  donnés. 

Cette  fonction  périodique  peut  d'ailleurs,  grâce  à 
des  méthodes  bien  connues,  être  déterminée  au  moyen 
des  fonctions  trigonométriques.  En  effectuant  ce  calcul, 
j'ai  trouvé  que  le  résultat  peut  être  exprimé  sous  forme 
simple  par  la  fonction  périodique 

.    niz        .    %nn  .    (m—l)n7t 

sin  —      sm sin — 

sin  —         sin  —  sin — 

m  m  m 

où  m  est  un  nombre  impair,  n  un  nombre  pair.  On 
obtiendra  ce  résultat  de  la  manière  la  plus  facile,  si  l'on 
exécute  la  sommation,  les  fonctions  trigonométriques 
étant  exprimées  en  exponentielles  imaginaires.  On  trou- 
vera de  cette  manière 
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note  i.  nm  "=  n  —  2  m  r  *  (3) 

r  étant  le  nombre  des  termes  de  la  série  1,3,  5 ...  (w  —  1) 
divisibles  par  m.    Il  s'ensuit  que 

n—nm  ... 

ainsi  r  est  exprimé  par  la  fonction  trigonométrique  nm. 
Dans  la  série   1,2,3  ...  n  (n  pair)  se  trouvent  \n 

nombres  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  2.   Des  nombres 

fi fi. 

restants  impairs    a      3  sont  d'après  (4)  divisibles  par  3. 

Le  nombre  des  termes  de  la  série  1,  2,  3  ...  n  qui  ne 
sont  divisibles  ni  par  2,  ni  par  3,  est  donc  \  (n  —  \{n— nB)). 
Si  l'on  en  soustrait,  de  plus,  le  nombre  des  nombres 
divisibles  par  5,  on  soustrait  deux  fois  les  nombres  divi- 
sibles par  3*5;  c'est  pourquoi  l'on  doit  ajouter  le  der- 
nier nombre  à  la  différence.  Par  conséquent,  le  nombre 
des  nombres  non  divisibles  par  2,  3  et  5  est 

j  (n— g-(w  — wj  —  g-(n  — nj  +  — (rc  —  w8>B)j. 

On  reconnaît  de  cette  manière  sans  difficulté  qu'on 
a  dans  la  formule  générale  (1) 

^-ÎO-fM'-W-H)-    ,5> 

et,  en  se  servant  d'une  notation  symbolique, 

4— ÎH1-?)  ('-*)•••  ('-?)]•  (6) 

où  l'on  doit,  après  avoir  exécuté  la  multiplication,  rem- 
placer nmnq  par  nmq.      Ces  formules  sont  valables  pour 
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n  pair;  mais,  comme  n  est  lui-même  un  nombre  non 
premier,  on  doit  avoir 

Si,  dans  l'expression  (2),  l'on  fait  parcourir  à  n  toutes 
les  valeurs  paires  à  partir  d'un  nombre  arbitraire  nx  jusqu'à 
n -\-%m  —  2,  et  si  l'on  fait  la  sommation  des  valeurs 
correspondantes  nm,  le  résultat  s'évanouira.  Il  s'ensuit 
que  pareillement  la  somme  des  Cp,n  s'évanouira,  si  n 
parcourt  les  valeurs  d'une  série  de  nombres  pairs  consé- 
cutifs dont  le  nombre  est  3*5  ...  p. 

D'après  (7)  on  peut  poser 

Ap,H-i  =  Bp(n—i)-\-Bp-\-Cp,n, 
et,  par  conséquent,  on  aura,  pour  n  pair, 

Isp,  n — 1    ==    -&P    \~  Vf»  n  ' 

La  valeur  moyenne  de  CPtn  est,  par  conséquent,  si  n 
parcourt  toute  la  série  des  nombres  pairs  et  impairs 
jusqu'à  2-3-5  ...  p,  égale  à  ±  Bp. 

Si  <p(ri)  désigne  le  nombre  des  nombres  premiers 
dans  la  suite  des  nombres  entiers  1,  2,  3  ...  n ,  et  si  p 
est  le  plus  grand  nombre  premier  inférieur  à  Vn,  on  aura 

AP,n  =  <p(n)  —  <p{p)+  1,  (8) 

car  APtn  est  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs 
à  w,  à  l'exception  des  nombres  premiers  eux  mêmes, 
2,  3,  5  . .  .p  dont  le  nombre  est  <p(jp) —  1.  On  aura  donc 
approximativement,  en  négligeant  la  partie  périodique, 

<p(ri)~<p(p)-\-\  =  Bp-  n, 

expression  assez  bien  connue.  La  fonction  <p(ri)  a  été 
l'objet  de  recherches  si  approfondies  que   je    n'ai    rien 

II.  34 
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d'essentiellement  -nouveau  à  en  dire.    Pourtant,  je  ne  me 
souviens  pas  d'avoir  vu  aucun  essai  fait  en  vue  de  déter- 
miner <p(n)  par  une  équation  différentielle,  problème  qui 
pourtant  peut  facilement  être  résolu. 
Qu'on  pose  approximativement 

<f(tf)  —  <P(P)  —  Bv'V\ 
et,  px  étant  le  nombre  premier  qui  suit  p, 

J»(rf)-f(ft)  -  B*-A  =  BP(\~^v\. 

Si  l'on  considère  <p(p)  comme  une  fonction  continue 
d'une  variable  continue,  et  si  l'on  développe  cette  fonc- 
tion en  série  de  Taylor,  on  obtiendra,  dans  l'hypothèse 
où  px — p  est  très  petit  en  comparaison  de  p, 

d 
-j-p(<p{p2)  —  <p{p)){V-p)  —  Bp-2p{p—p)-Bpp. 

De    la    même    manière    on    déduira    de    l'équation 

note  2.  <p(PÙ  —  <p(P)  =  l  l'équation  (p\p){p—p)  =  1*;   puis, 
par  élimination  de  px — p  et  de  Bp,  on  obtiendra 

Pour    les    très    grandes    valeurs    de  p    on    déduira 

facilement   de   cette  équation  la  formule  de  Gauss  <p(p) 

r*p 

=-=  \y- ,  la  première  approximation  étant 


ix 

r«p2 

P 


?{P)  -%lf 
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valeur    qui   satisfait    à    l'équation    différentielle.*     D'ail-   *  note  3. 
leurs,  l'intégrale  complète  de  l'équation  (9)  doit  contenir 
pour  les   valeurs  finies  de  p  une  fonction  arbitraire  ou 
un  nombre  illimité  de  constantes  arbitraires. 
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NOTES. 
NOTE  1.     On  aura,  n  étant  un  nombre  pair, 


.    mz 

sin  — 

m 

sin  — 
m 


iniz  iniz 


m 


m 


e"1  —  e 
em  —  e    m 


=  e 


i[n—\)7t  i(n— 3)7T 

~-\-ë~  ™_ 


t(n-l)7T 


. . .  e 


-( 


cos 


(w  —  l)7r  (n— 3)?r 


m 


,  (H  —  6)71    .  .  7T  \ 

+  cos - — h  •  •  •  +  cos  —   , 

m  m 


et  par  conséquent 

nm=    2 


(n  —  1W  %(n  —  1W  (m— l)(w  — ÎW 

cos - cos  — — ...  —  cos — — 


m 


+  2 


(n-3)7r 
cos cos 


m 


m 

2(rc--3)7r 
m 


m 


cos 


(m—  \){n— 3)tt 


m 


+  2 


TT  iTZ 

COS cos  

m  m 


cos 


(m—  \)ii 


m 


2£  4- 1 
Mais  si  l'on  pose      _      n  =  q, t  étant,  un  nombre 


m 


entier,  on  aura  dans  le  cas  de   cos  |-  ^  0 


s  •■=  2 [cos ^  —  cos 2 £  ...  —cos(m—\)q] 
"2 


„    .     MO     .      m— 1 

2  sin  -^  sm  — ^ —  q 


2 


=  2 


cos 


2 
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Mais  cos^  est  différent  de    zéro,    si  (âJ-f-l)   n'est 

pas  un  multiple  de  m.    Dans  le  cas  contraire  — ^—  est 

m 

un  nombre  entier  et  impair,   m  étant  un  tel  nombre,  et 
par  suite  cos^  =  — 1, 

s  =  — 2(m—  1). 

Il  en  résulte  que 


nt 


=  21^  —  r  )  —  2 (m  —  1  ) r  =  «  —  2wr. 


NOTE  2.  Tout  le  procédé  de  Lorenz  repose  sur 
une  hypothèse  qui  n'est  pas  démontrée  et  ne  peut 
donner  qu'un  résultat  incertain,  puisqu'on  ne  connaît 
pas  les  limites  des  termes  négligés. 

De  l'équation 

<P{1\)  —  <P(P)  =  1 

Lorenz  déduit,  par  exemple,  au  moyen  de  la  série  de 
Taylor,  l'équation 

<P'(P)(Px—P)   =    h 

en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  par  rapport 
à  px — p.  Mais  on  ne  sait  pas  si  les  termes  négligés  ne 
sont  pas  très  grands  en  comparaison  du  terme  conservé  1. 

NOTE  3.     Si  l'on  pose  <p(p)  =   Y^-  on  aura 

dx         p2        P       \  dx 


f(p2)-<f(p) 


dx        tlp      Ip       \(lxf 
Jp  dp 
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En  négligeant  les  deux  derniers  termes,  qui  sont 
petits  en  comparaison  du  terme  ~— ,  on  obtiendra  l'ex- 
pression du  texte.  On  reconnaît  facilement  que  l'équa- 
tion différentielle  est  satisfaite,  si  l'on  pose  en  même 
temps 

et 


RECHERCHES  ANALYTIQUES 

SUR 

LES  NOMBEES  DE  NOMBEES  PEEMIEES. 


RECHERCHES  ANALYTIQUES  SUR  LES  NOMBRES 
DE  NOMBRES  PREMIERS. 

VIDENSKABERNES  SELSKABS  SKR.  V  (SÉRIE  6),  1891,  P.  427-450. 

JJans  le  mémoire  célèbre  „Ûber  die  Anzahl  der 
Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grosse"  *,  Riemann 
s'est  servi  comme  point  de  départ  de  l'équation  d'Euler** 

2V/7(1-^)  =  1,  (1) 

où  la  somme  21  porte  sur  tous  les  nombres  entiers  w, 
et  le  produit  77  sur  tous  les  nombres  premiers. 

De  ce  point  de  départ  l'analyse  ne  mène  pas  à  la 
détermination  directe  de  la  fonction  #(#),  qui  exprime 
le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  x  (x  inclus), 
mais  plutôt  à  une  autre  fonction  #(.r),  que  M.  le  Dr. 
J.-P.  Gram  a  appelée  le  nombre  des  puissances  divisées 
des  nombres  premiers***,  et  qui  est  définie  par  l'équation 

ê(x)  =  6{x)  + 1 0(*i)  + 1 0(*t)  +  . , .  (2) 

C'est  cette  fonction  que  Riemann  a  cherché  à  déter- 
miner sous  forme  analytique.  Riemann  a  de  plus  dé- 
montré qu'on  peut,  en  partant  de  cette  fonction,  retrouver 
la  fonction  0(x);  mais  il  faut  pourtant  remarquer  que 
toujours,  pour  représenter  analytiquement  #(#),  on  devra, 

*  Monatsberichte  d.  K.  Akad.  d.  W.  zu  Berlin  3  nov.  1859,  p.  671. 
**  Euler:  Introductio  in  Analysin  Infinitorum,  1. 1,  p.  237,  1748. 
***  Videnskabernes  Selsk.  Skr.  II  (série  6),  p.  8. 
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selon  toute  apparence,  contrairement  à  la  détermination 
théoriquement  exacte,  partir  de  la  limite  (infinie)  supé- 
rieure de  la  série  des  nombres  et  puis  se  servir  d'un 
calcul  approché  pour  les  valeurs  de  x  extrêmement 
grandes,  ce  qui  exclut  la  détermination  de  ê(x)  pour  les 
nombres  petits  et  aussi  la  détermination  de  6{x)  au 
moyen  de  &(x).  Cette  dernière  fonction  peut  toutefois, 
aussi  bien  que  le  nombre  même  des  nombres  premiers, 
être  représentée  au  moyen  de  tableaux  que  l'on  forme  en 
se  fondant  sur  les  dénombrements  de  nombres  premiers  ; 
c'est  pourquoi  il  suffit,  en  fait,  de  déterminer  &{x). 

Bien  qu'on  ne  puisse  pas  accepter  la  démonstration 
de  la  formule  de  &(x),  telle  que  Riemann  l'a  présentée, 
le  travail  de  Riemann  a  fait  ressortir  ce  résultat  final, 
que  l'expression  de  la  partie  apériodique  de  ÏÏ(x),  le 
logarithme  intégral  Li(#),  est  en  pratique  parfaitement 
suffisante,  au  moins  entre  les  limites  entre  lesquelles 
est  connu  jusqu'ici  le  nombre  des  nombres  premiers, 
et  de  beaucoup  supérieure  à  toutes  les  formules  déve- 
loppées antérieurement  à  la  suite  de  recherches  empiriques. 

C'est  ce  fait  que  Glaischer*  principalement  a  établi 
pour  chaque  intervalle  de  50000  nombres  jusqu'à  9  mil- 
lions et  pour  10  et  100  millions  d'après  les  nombres 
de  nombres  premiers  calculés  par  Meissel**.  Les  écarts 
sont  représentés  graphiquement  et,  pour  la  formule  de 
Riemann,  le  diagramme  indique  une  répartition  uni- 
forme  des  écarts  négatif  et  des   écarts  positifs.     En  ce 


*  James  Glaischer:  Factor  tables  for  the  sixth  Million.     London 

1883. 
**  Meissel  a  plus  tard  (Math.  Ann.,  tome   15,  p.  251)   calculé   le 
nombre    des   nombres   premiers   jusqu'à    1000   millions.      Son 
résultat  (50847478)  ne  dépasse  que  de  23  unités  le  résultat  de 
Gram,  calculé  au  moyen  de  la  formule  de  Riemann. 
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qui  concerne  les  nombres  plus  grands,  ces  écarts  semblent 
se  développer  successivement  en  de  longues  périodes,  de 
plus  en  plus  régulières. 

D'après  cela,  la  marche  naturelle  pour  la  recherche 
analytique  des  nombres  de  nombres  premiers  sera  de 
choisir  le  même  point  de  départ  que  Riemann,  à  savoir 
la  formule  d'Euler  (1),  parce  qu'elle  mène  immédiate- 
ment à  la  détermination  de  iï(x),  dans  laquelle  la  forme 
de  la  partie  apériodique  s'est  montrée  simple  en  pratique; 
de  chercher  à  déterminer  analytiquement  cette  partie 
apériodique  avec  une  exactitude  aussi  grande  que  pos- 
sible; puis  de  chercher  à  déterminer  la  partie  périodique 
de  ë(x)  par  un  développement  en  série,  de  manière  à 
faire  apparaître  en  premier  lieu  les  termes  qui  sont  de 
l'ordre  le  plus  élevé  par  rapport  à  #,  pour  faire  ressortir 
analytiquement  de  cette  manière,  s'il  est  possible,  les 
longues  périodes  mentionnées  ci-dessus  qui  apparaissent 
pour  les  nombres  très  grands.  C'est  cette  marche  que 
j'ai  suivie  dans  mes  recherches. 


Nous  commencerons  par  une  série  de  la  forme 

(2r+  3r+  4r  ...)«=   a«(2)  2'-f  «s(3)  3r  +  .  .  .  +  a°(x)  Xr  .  .  .    (3), 

où  r  est  une  quantité  arbitraire,  s  un  nombre  entier  et 
as(x)  un  coefficient  qui  indique  le  nombre  des  manières 
différentes  suivant  lesquelles  x  peut  être  formé  par 
multiplication  de  s  nombres  entiers,  le  nombre  1  non 
compris. 

Si  nous  posons  de  plus 

A\x)  =  «'(2)  +  a<(3)  +  . . .  +  a*(x) ,  (4) 
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a$(x)  étant  le  dernier  terme  de  la  série  (3),  on  aura 

As(x)  —  As(x—  1)  =  as(x).  (5) 

Si  l'on  prend  le  logarithme  des  deux  membres  de 
l'équation  identique  (1),  et  si  l'on  emploie  le  développe- 
ment en  série  de  log  (1  -\-y)  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  y,  sans  tenir  compte  de  la  convergence  de  la 
série,  on  obtiendra  de  nouveau  des  développements  iden- 
tiques* qui,  pour  r  =  0,  font  ressortir  l'équation  bien 
connue 

»(x)  =^)_ép  +  ^p...  (6) 

Cette  série  est  finie;  car  tous  les  premiers  coefficients 
as  jusqu'à  as(2s)  s'évanouissent,   et  par  conséquent  As(x) 

locr  % 

s'évanouira  d'après  (4)  pour  x  <  25  ou  s  >  p~ .     Nous 

remplacerons  les  quantités  As(x)  par  d'autres  quantités 
Bs(x),  qui  se  prêtent  mieux  au  calcul  suivant;  pour  les 
définir,  nous  modifierons  légèrement  la  série  (3)  en  posant 

(i  +  2'+  3r+  4r. .  .)s  =  /5S(  1)  +  /?s(2)  2r+  fis{3)  3r+ . . .  + p(x)  xr+ ...  (7) 
et 

B'(x)  -  /9s(  i) + m  +  . . . + /?s (*)  •         (8) 

Les  coefficients  /?(#)  seront  de  même  les  expressions 
des  nombres  de  manières  différentes  suivant  lesquelles  x 
peut  être  formé  par  multiplication  de  s  nombres  entiers  : 
mais  à  présent  le  nombre  1  est  compris  parmi  les  s 
facteurs,  seulement  on  ne  prend  que  la  moitié  du  nombre 
des  décompositions  où  figure  le  facteur  1. 


*  Gfr.  les  remarques  de  J.  Petersen  sur  le    mémoire    de    Gram. 
Vid.  Selsk.  Overs.  1884,  p.  14. 
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On  aura  alors 
A\x)  =  B'(x)  - 1  *-•(*)  +  S-^-}  B-*(x)  +  . . . 

+  (- 1)5-1  ^=iB\x)  +  (-f  )'*  (9)  *  *0TE  »■ 

et  on  peut  remplacer  (6)  par  une  série  de  la  forme 

où  les  coefficients  a  sont  déterminés  par 

Gp  —  1+2+      2-4     +•'•+  2-4...  (2^-2j>)  '    P>    '     (     j 

1111  11 

j    ^  -Tg    22   '  '  s1  2*i  l     ; 

On    peut    remarquer    que    le    nombre    sl   peut   être 

choisi  arbitrairement  pourvu,  qu'il  dépasse  p^  et  peut 

être  pris  égal  à  oo,  valeur  à  laquelle  correspond  ap  =  9?, 
a0  =  log  % 

Mais  si  l'on  ne  considère  séparément  qu'une  partie 
des  fonctions  iï(x)  et  Bs(x),  il  va  sans  dire  qu'il  n'est 
permis  de  poser  x  —  oo  que  si  la  série  correspondante 
pour  cette  valeur  de  sx  devient  convergente. 

Gomme  fondement  de  mes  recherches  j'ai  choisi 
la  formule  de  sommation  de  Poisson,  d'après  laquelle  on 
a  exactement 


2 


i  r+* 

+  2r+3r+...+xr  =  \dx1xrl(l  +  (Z2cos,27:m1x1),    m1=  l,2...oo.  (13) 

Si  les  limites  sont  choisies  d'une  manière  convenable, 
on  peut  en  outre  exprimer  la  puissance  s-ième  de  cette 
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série  par  un  intégrale  s-uple 

Kdx^  (1  +  2 l'cos 2 x m^)  \dx2xr2(l  + 2 l'cos 2 izm2x^  . . . 

\dxs  #J(  1  +  2  2'  cos  2  7r  w?5  #s) , 

où  «ij,  m2,  . ..,  ws  parcourent  chacun  séparément  les 
valeurs  1,  2  ...  oo. 

Ici  s'introduisent  les  variables  nouvelles 

U1 X^X^  .  .  .  X$  ,       W2  —  X^X^  .  .  .  3?s  ,     Ms—i  3?s — l«^s  ?     W5  —  X$* 

Gomme  la  limite  inférieure  de  toutes  les  variables  x 
est  l'unité,  ce  sera  aussi  la  limite  inférieure  des  variables 

nouvelles.    La  limite  supérieure  de  us  =  -^  est  w5_t; 

xs— i 

de  même,  celle  de  ws_i  sera  us-2  et  ainsi  de  suite, 
jusqu'à  w17  dont  la  limite  supérieure  sera  désignée  par 
u.    De  plus,  nous  aurons 

7  7  7  (ttls 1  7  U/U$ 2  7  (ttt 

ti/X$  ==-   (J/vt/s  »      (Jt/Xg j   ==  ,      (XXg 2  ===    "  "    •  •  •    CvX.    === 

Us  Us_i  1  W2 

De   cette   manière  on   peut   représenter  l'expression 
(7)  par  une  intégrale  s-uple,    et  l'on  verra  qu'on  peut 
arrêter  le  développement  à  Bs(x)xr,  pris  comme  dernier 
note  2.  terme,  en  posant  la  limite  u  =  x-\-\.* 

Si  l'on  fait  ensuite  r  =  0,  on  obtiendra 


'i 


(l  +  22,cos^_1^)(l  +  22'cosA<5<),      (14) 
où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 
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De  même  que  tous  les  éléments  de  l'intégrale  simple 
(13)  s'évanouissent,  si  xx  n'est  pas  un  nombre  entier,  de 
même  tous  les  éléments  de  cette  intégrale  multiple  s'éva- 
nouiront, à  moins  que  toutes  les  fractions 

ux       u2         Us-i        us 
u2*    ua  '  "    us  '      1 

soient  en  même  temps  des  nombres  entiers. 

Si  l'on  effectue  la  multiplication  de  tous  les  facteurs 
entre  parenthèses,  les  termes  du  produit  pourront  être 
ordonnés  d'après  le  nombre  des  signes  de  sommation 
qui  y  entrent  et  l'on  peut  démontrer  que  toutes  les  inté- 
grales qui  contiennent  le  même  nombre  de  signes  de 
sommation  sont  égales.  En  effet,  si  /",  g,  h  désignent  des 
fonctions  arbitraires,  on  peut  démontrer  l'identité 


— i  r*"p 


itt 


P 


M.¥)VSMi5r)^'  ^ 


dont  les  deux  membres  ne  diffèrent  que  par  la  permuta- 
tion de  f  avec  g.     Le  premier  se  transforme  en 

Up        \    Up    )     1  Up+\  \  Up+i  I 


si  l'on  remplace  up+i  par  — ^-.      Si    l'on    introduit    la 

Up+i 

notation 


<p{u,  up+i)  = 


i  du  „  fiip-x  \     /    u    \ 
J  u      \    u    )    \  up+l  ) 
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l'intégrale  ci-dessus  peut  être  exprimée  par 


dup 


'*U, 


dûp \\"^7 g ^Up+i^ ^ ^P' Up+i^)  ~Vg (Upï & (u'<  uù 

fWp-i  ÇéUP-i 

=  \-^7  9 (up+*)  &  (uP~i  '  uF+i)  —  V~  9  K)  <!>  K '  ^)  i 
Jl  t/l 

où  %,+i  peut  dans  la  première  intégrale  être  remplacé 
par  up.  Les  deux  intégrales  peuvent  ensuite  être  réunies 
en  une  seule 

pup-i 

du 

-f  g  (up)  (<p  (Up-i ,  up)  —  <p(up,  up)) 

Up 

'i 


Up 
«A 


et  si  l'on  y  remplace  up  par    p  *,  puis  up+i  par  -^— lwp+i, 

Mjj  Up 

l'expression  sera  identique  au  second  membre  de  l'iden- 
tité (15),  qui  se  trouve  par  là  démontrée. 

Si  nous  revenons  maintenant  au  produit  en  question 
et  si  nous  considérons  séparément  l'intégrale  qui  contient 

2'cos^p — — ,    mais  non   2cos/iy_i    v~x  ,   nous  pourrons 

Up^.{  Up 

poser 

SUp_i  /iUp 

— -  2  cos^p_i 


541 

De  cette  manière  on  peut  transporter  toutes  les 
sommes  21  de  droite  à  gauche  en  faisant  un  changement 
correspondant  des  indices,  par  où  toutes  les  intégrales 
pour  lesquelles  le  nombre  des  sommes  est  le  même 
deviendront  identiques.  *  *  note  s. 

Les  intégrales  qui  contiennent  p  signes  de  somma- 
tion prendront  donc  la  forme 

ld«i\^22cos^..A^-22costt,    S   \  <%+*      W* 


U2  U2  1  Up^. i  ^p-l-1     1  Up+2  }  % 


Si  l'on  désigne  cette  expression  par  Xsv  et  si  l'on  calcule 
les  dernières  intégrales,  on  obtiendra,  pour  p<.s, 


X;  =  \ du\^>  2 2 cos«, 3 . .  \****  2 2 cosa,  -*- •  ^»*C.    (16) 

»M2  ^'K2  ÏMP+1  "Wp+l        (s-p-1)!  V      ' 


'1 


— -  •  —  ;  puis  on 

i 

Xi 

peut  permuter  -1  et  le  signe  de   sommation   suivant   en 

Xi 

changeant   les    indices    et    ainsi    de    suite.      La   dernière 
intégrale  deviendra 

^w«  a  v  a  „sin«,M,_i 

1 

et  l'expression  totale  prendra  la  forme 


A^2 

h' 


ICI 


s— 2 


y*      *A^wi  q  v^c      w       V  rfw,_i  0  v.              us-2  a  vsin^,w5_! 
As=wi — LÎ2  2  cos^j  — .  ..i 2  2cos/is_t -22 — —     — .  (17) 


II.  35 
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Si  l'on  porte  ces  valeurs   de  Xsp  et  Xl   dans  l'équa- 
tion (14),  elle  prendra  la  forme 

b'{x)  =  r0+|z;+s-(-^z;+...{z:_1+z:.  (is) 

Ici  se  présente  tout  d'abord  le  problême  de  déterminer 
la  partie  apériodique  de  B\x),  que  je  désignerai  par  B\x) 
en  employant,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  un  trait 
horizontal  au  dessus  du  signe  fonctionnel  pour  représenter 
la  partie  apériodique  de  la  fonction. 

La  dernière  intégrale  qui  figure  dans  (16)  est 

1p 

<H+12  y  UP     ,  (iog  UP+ O'"'"1 

up+i  ^^       ^P  up+x       (s—p — 1)! 

S«p 

Si  l'on  décompose  la  dernière  intégrale  en  les  deux 
suivantes 

wP+i  rP   p+  (s—p—\)\ 

Sac 
<fop+l  3  >>oq„    ,,         Qog^-lQg^+l)^-1 
up+l  [s — p —  1): 

la  première  peut  être  considérée  comme  la  partie  apério- 
dique, la  seconde  comme  la  partie  périodique  de  l'inté- 
grale.    La  première  peut  être  mise  sous  la  forme 

(\ogupy-p-1  (logttp)-*-8  ,   r  (logUpT^ 

uo(s_jp__1)!1-°i(g_i)__2)!n"   2(s— p— 3)!^'"' 

où  les  constantes  Cn  sont  définies  par  l'équation 
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Cn  =  * — r-\—  (logw)n2  2'cos^w;*  (19)   *  note  a. 


\  u 

'1 


on  trouvera  ainsi 

C0  =  0,07721  .. 
Cx  =  0,07281  . . 
C2  —  -0,00484  . . 
C3  =  -0,00034  . . 

a  =    0,00009  . . 

Si  de  plus,  l'on  pose,  pour  abréger, 

la   partie   apériodique    de  la  dernière    intégrale   de  (16) 
prend  la  forme 

(\ogup)s-p 
Jio*«p     (5_p)!   • 

Cette  expression  étant  portée  dans  (16),  la  dernière 
intégrale  peut  s'écrire 

Sv-i 
du*%£cùs»      up.A  (log^-i-log^)g-p 

d'où  l'on  conclut  comme  ci-dessus  que  la  partie  apério- 
dique est  déterminée  par 

(logtfp-0-H-'  2  (logHyQ'^-n 

35* 
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De   cette   manière  on   reconnaît    facilement    que    la 
partie  apériodique  de  (16)  peut  être  exprimée  par 

Xp  =  \dux  â\og ux  j-  _\y    •  (2  *  ) 

En  conséquence,  la  partie  apériodique  totale  de  (18)  peut 
se  mettre  sous  les  formes  symboliques 

*W  =  Y«>0  +  ^■»-»)'    (?_!)!   -  )f  Ve"{1  +  A)S(^ï)!-    (22) 

Tant  que  nous  nous  trouvions  entre  les  limites  de 
x  qu'on  a  atteintes  jusqu'ici1  par  le  dénombrement  ou 
le  calcul  exact  du  nombre  des  nombres  premiers,  limites 
qui  correspondent  respectivement  à  log  x  =  16  et 
log#  =  21,  les  difficultés  pour  la  détermination  de  la 
partie  apériodique  de  /V(#),  si  l'on  porte  les  valeurs 
trouvées  de  B\x)  dans  l'équation  (10),  ne  seront  pas  in- 
surmontables, sx  étant  le  plus  grand  nombre  entier  in- 
férieur à  .  n .  Le  résultat  ne  peut  guère  être  mis  sous 
log  2  ^        & 

une  forme  notablement  plus  simple,  si  l'on  veut  tenir 
compte  de  toutes  les  constantes  C„  qui  entrent  dans 
Jv;  mais  si  l'on  ne  tient  compte  que  de  la  première  C0, 
la  série  sera  convergente  pour  sx  =  oc,  et  la  sommation 
pourra  facilement  être  effectuée.  On  aura  évidemment 
pour  Sj  =  oo,    Cx  =  0,    C2  =  0  . . . 


S   A,S—  1 


_  s  =  oo  /.log  u      /  d  \s  Vs~ 


S  log  M 
dvev 


1      ér2"     2 C.  d  /     ^-2V\      22C^  ds 


2? 


+  1!  dv\V"  v   )       2!    dv2[V    v 


2v 


+  ... 


et,   si   l'on  effectue  la  sommation  au  moyen  de  la  série 
note  5.    de  Lagrange  *,  on  aura 
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Slogw     /  1  p s?r\ 

=  — log2-j-Lt(w)— Lîi  w    i  +  2C0J. 


(23) 


1 2C 

Ici  on  a         ^    °  =  0,73245  . . . ,  ce  qui  fait  ressortir  que 

l  +  ^o 

l'expression  trouvée,  pour  les  valeurs  de  x  très  grandes, 
ne  diffère  pas  essentiellement  du  logarithme  intégral  de 
x  et  qu'on  pourrait  même  poser  C0  =  0,  ce  qui  n'au- 
rait pas  sensiblement  modifié  la  valeur  de  &(x).  Dans 
ce  cas,  le  résultat  prendra  la  forme  simple 

S-fl0gM 
— logu 

En  pratique  ces  résultats  sont  donc  en  bonne  concor- 
dance avec  ceux  de  Riemann. 

La  partie  périodique  de  X*p ,  p<s,  n'a  que  peu 
d'importance  en  comparaison  de  Xss,  et,  de  plus,  comme 
la  première  peut  être  déduite  de  la  dernière,  je  me  bor- 
nerai dans  ce  qui  suit  à  la  discussion  de  la  seule  fonc- 
tion Xss  qui  est  définie  par  l'équation  (17). 

Nous  commencerons  par  considérer  le  cas  s  =  % 
à  savoir 

Su 
ux  ll  ux  ^ux 

L'intégration  par  parties  transforme  X\  en 

l             sm/i  — 
X;  =W22' — -22'cos^ 

r*u 

-  22'2'\^(sin(ft  £  +/V,,)  +  sin(^  -,^)) 
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On  pose  ici 


u 


ii 


PiZT+P*Ui    =    ZvVfi^U,       p——^    =    Zv'Vfi^U, 


u 


w. 


w.1/—  =  t>4-lV— 1  =  —  u'  +  VV'+l. 

1    r       /»  4/  — 


v  a  un  minimum  pour  v  =  1,  et  la  condition  pour  que 
cette  valeur  se  trouve  entre  les  limites  de  l'intégrale  est 


K 


v 


flxU 


<u, 


condition  qu'on  peut  encore  exprimer  en  disant  que  px 
et  //2  doivent  tous  les  deux  être  plus  petits  que  Vfi^u. 
ux  étant  croissant,  le  radical  IV — 1  passe,  lors  du  mini- 
mum, du  négatif  au  positif.  Si  le  minimum  a  lieu  pour 
une  valeur  moindre  que  la  limite  inférieure  de  l'intégrale 
(//1w</«2)  le  signe  à  prendre  entre  les  limites  de  l'inté- 
grale est  le  signe  plus  ;  c'est,  au  contraire  le  signe  moins, 
si  la  valeur  qui  donne  lieu  au  minimum  est  plus  grande 
que  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  (fi^^u). 
Si  l'on  pose  pour  abréger 


Wmu 


a,    fJLxu-^fit  =  av0, 


f* 


u 


!h 


a».» 


on  obtiendra  de  cette  manière 


XI 


a 


smmi 


v'       \ 
1 H =  )  sin  av' 


Ici  l'on  a 
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2  2  —  (  \avsmav  —  \  a  v  sin  a  v 

==   2i  2j  2  — 2 , 

expression    qui    s'évanouit,    les    deux    termes    devenant 
identiques  si  l'on  permute  les  indices. 
L'expression  est  donc  réduite  à 


dv'  -  s'mav' 

W2+  1 


le  double  signe  étant  déterminé  de  la   manière  indiquée 
ci-dessus. 

Nous  considérerons  d'abord  l'intégrale 


S 


dz-z 

_eazt 


Vz*—\ 


relative  à  la  variable  complexe  z  =  v-X-wi.  Si  l'inté- 
grale est  prise  le  long  d'une  courbe  fermée,  cette  intégrale 
s'évanouira;  si  donc  on  intègre  le  long  d'un  rectangle 
dont  les  sommets  sont  situés  en  1,  #0,  v0-\-cci,  \-\-coi, 
on  trouvera 

idV'V     e^+A   dW'(Vo  +  Wi)   *aiv0  +  m)i 

W— 1         j\/(vo+Wiy-i 

1/(1  +  wïf—  1 

o 

Les  deux  derniers  termes  peuvent  être  développés  en 
séries  semiconvergentes  ;  mais,  pour  abréger  les  calculs, 
nous  ne  conserverons  que  les  termes  qui  ne  s'évanoui- 


r548 


ront  pas  dans  le  résultat  final,  l'expression  de  JT*,  pour 
u  =  oo,  et  nous  procéderons  de  la  même  manière  dans 
ce  qui  suit.     En  conséquence,  nous  obtiendrons 


r*v0 

dv-v 


Vv2—1 

i 

et  par  suite 
dv-v 


pavi  _j_ 


iv0e^   _ll/2;g(«+f)« 

aVv'i—1      °2V    a  ' 


Vv*—\ 


smav  = 


V0COSaV  1   \/%7T    .     (      ,    tt\ 

= °  °  +  -  1/  —  sm  (  a  -\ —  ). 


Ici   vQ  est  supposé  plus   grand   que   1.     Dans  le   cas  de 
vQ  =  1,  il  va  sans  dire  que  l'intégrale  s'évanouira.     Une 
équation  analogue   peut  être  obtenue   en  remplaçant  v0 
*  note  6.   par  v .  * 

Si   la  valeur  qui   donne  le  minimum  est    comprise 
entre  les  limites  de  l'intégrale,  on  aura 

aVvl—l  =  fJLxu—fi2  =  av'0, 


a\/v\—\  =  fi2u~fix  =  —av[, 

ri1                            (**i 
,  /          t?     \  .                 V   dv-v     .            V   dv-v 
mvI  -4-  )sina#  =  — \  -sinav  -f-\ - 


smav . 


Donc  on  aura,  d'après  l'équation  trouvée  ci-dessus,  dans 
ce  cas 


1*! 

#/   -t- 

W—  1  / 
#0  cos  avQ      vt  cos  a^      l  /2  r 


rft?J4-  z=r|sinav 


«0« 

0 


v.cosa^      1  /2r   .     /     ,   jt\ 
+  - r-+  1/— sin(a  +  T), 
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tandis  que   l'intégrale  se   transformera  pour  v0  =    1   en 


v,  cos  av. 


av1 


et  pour  vx  =  1  en 


v0  cos  a#0 

GM?' 

o 


+jVir'*xl{a+i)' 


Si   la   valeur  qui   donne  le    minimum   est  moindre 
que  la  limite  inférieure,  on  aura 


^<//2,     Vvl-1  =  -<,     ]/v\-\  =   -v[, 


(v      \   .                     vncosavn  ,   vvosav, 
4-  — =  1  sin  av  = 9 ?  4-  — l- , 
—  W-l/                             a<      ^      av[ 

et,  si  cette  valeur  est  plus  grande  que  la  limite  supérieure 
de  l'intégrale,  on  obtiendra 


*(±*ri) 


#  cos«vn   .   v,  cos  «a, 

sin  av  = 5— °  4-  -? ? 


as/  avl 


En  remarquant  qu'on  a  en  tous  cas 


cfo  •  v  «/  cos  ûw?J      t?j  cos  a^ 


sinow  - 


11/  v2-)- 1  av0  avx 

on  verra  que  X\  peut  être  exprimé  par 


+  «4 


3  a2 


#0  cos  a#0      t't  cos  av1      v0  cos  a#0      vx  cos  ai\ 

~^r     ~<_      ~^r      ^  \ 
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où  Sx,  S2  et  S8  désignent  trois  sommes  doubles  par  rap- 
port à  ml  et  m2,  telles  que  le  produit  m1mi  parcourt 
dans  Sl  et  S2  la  série  entière  des  nombres  de  1  jusqu'à 
go  ,  tandis  que  chaque  facteur  m1  ou  m2  ne  parcourt  dans 
Sl  que  la  suite  des  nombres  plus  petits  que  Vinxm2u^  et 
dans  S2  la  suite  qui  correspond  précisément  à  m,  =  ]/mxmtu 
et  m2  =  \/mxm2u.  Dans  la  somme  double  £3,  wx  et  m2 
parcourent  tous  nombres  entiers  de  1  jusqu'à  oo  à  l'ex- 
ception des  valeurs  correspondanses  soit  à  mx  =  Vmxmzu, 
*  note  7.   soit  à  m2  =  Vmxm2u.  * 

La  dernière  somme  double  se  décompose,  si  l'on 
y  porte  les  valeurs  données  de  a,  v0,  vx,  v'0,  v[,  en  les 
deux  sommes 

qui  sont  égales,  comme  on  le  reconnaît  en  permutant 
les  indices.  Si  l'on  pose  ici  (ix  =  %nmx,  pt2  =--  %7rm2, 
u  =  a?  +  J,  la  somme  totale  des  deux  sommes  se 
réduira  à 

5(-iyy      j        «        i      \ 

Dans  cette  somme  double  on  doit,  d'après  la  con- 
dition de  la  sommation,  négliger  les  termes  qui  corres- 
pondent à  mx(x-\-\)  —  m2  =  0;  grâce  à  cette  condition, 
la  sommation  peut  facilement  être  exécutée.  De  cette 
manière  la  somme  double  ci-dessus  se  réduit  à 

1        miyM(—  l)™1  1 


En  conséquence,  cette  somme  double  peut  être  négligée, 
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si  l'on  ne  tient  pas  compte  des  termes  qui  s'évanouissent 
pour  x  =  oc.    Alors  le  résultat  total  peut  être  exprimé  par 


sin  (47r(m1m2w)*-|-T-) 


X22  =-?=22 

et  la  sommation  double  doit  être  exécutée  comme  il  a  été 
dit  ci-dessus  pour  les  sommations  désignées  par  Sx  et  S2. 

Le  résultat  trouvé  met  en  évidence  que,  si  l'on 
néglige  les  termes  qui  s'évanouissent  pour  n  =  oo,  les  seuls 
éléments  utiles  de  l'intégrale  qui  représentait  originaire- 
ment XI  seront  les  éléments  voisins  du  point  minimum; 
et,  ce  théorème  étant  acquis,  le  calcul  peut  être  exécuté 
plus  facilement  d'une  autre  manière. 

Si  l'on  désigne  la  valeur  de  ux   au   point   minimum 

par  v  ,  on  aura  v   =  1/  /-i— ,    et  la  condition  pour   que 

ce  point  soit  situé  entre  les  limites  de  l'intégrale  sera 
1  <vt<iu.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  peut  poser, 
en  dehors  du  point  minimum  w1  =  ^(1+^),  et  regarder 
y  comme  assez  petit  pour  qu'on  soit  en  droit,  dans  le 
développement  suivant  les  puissances  de  y,  de  négliger 
les  puissances  de  y  supérieures  à  la  seconde.  Enfin, 
l'intégrale  peut  être  prise  entre  des  limites  indéterminées 
—  w  et  -\-to  (définies  avec  plus  de  précision  dans  mon 
mémoire  Vid.  Selsk.  Skr.,  série  6,  tome  VI,  p.  13,  Œuvres 
scientifiques ,  tome  I ,  p.  422)  ou ,  ce  qui  ici  revient  au 
même ,  de  —  oo  à  -J-  go.  Si  le  point  minimum  se  con- 
fond avec  une  limite  de  l'intégrale,  l'une  de  ces  limites 
de  y  sera  remplacée  par  0  et  le  résultat  doit  en  ce  cas 
être  divisé  par  2.  Si  le  point  minimum  est  situé  en 
dehors  des  limites  de  l'intégrale,  le  résultat  sera  0.  De 
cette  manière  on  obtiendra 
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sin  (2^7^+|) 

X\  =  ZuVtzIS-  - —    — r— — , 

les   sommations  devant   être   exécutées  de   manière  que 

1  <  1/  /-L—  <  u  et  devant  être  divisées  par  2  dans  les  cas 

y     ^  . . 

où  l'on  a,  soit  1  =  l/^— ,  soit  w  =  1/  ^— . 

Cette  expression  est  précisément  identique  au  ré- 
sultat trouvé  ci-dessus;  et,  comme  nous  avons  de  cette 
manière  démontré  la  légitimité  du  procédé,  nous  en 
ferons  une  application  au  calcul  de  Xss. 

L'expression  trouvée  (17)  peut  être  écrite  sous  la 
forme 


T.  = 


Zill  ^1 4^    ...   1 ... 


du*-*       1         .     /  u* 


Ut-i      flsUs_\ 


où  les  doubles  signes  expriment  qu'on  prend  la  somme 
de  toutes  les  expressions  correspondantes  aux  différentes 
combinaisons  de  ces  signes.  Cependant  un  minimum  ou 
un  maximum  n'est  possible  que  dans  le  cas  où  tous  les 
signes  sont  positifs  et  il  est  alors  déterminé  par 

Us -2  w 

/isUs-i  =  f*s-i—    =  •••/V—  =  "y 

US—\  ul 

OÙ  1 

V    =    (fJlsfJts-i    •  •  •    IJLXU)*  . 

Les  conditions   pour   que    ce   point   soit   situé  entre 
les  limites  de  l'intégrale  sont  exprimées  par 

Hp  <  v    pour   p  =  1,2,3  ...  .s. 
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Si  les  valeurs  des  variables  ux,  w2,  ...  us-i  au  point 
minimum  sont  désignées  par  t;x,  t?a,  ...  #,_i,  elles  seront 
déterminées  par 

1  1/  2  V  V*     *  fis 

Nous  introduirons  maintenant  de  nouvelles  variables 
Vii  V 2  •••  y*— ii  définies  par  les  équations 

....,     ws_!  =  ^._1(l+y1  +  y2+...ys_1). 

Ces  variables  peuvent  être  considérées  comme  assez 
petites  pour  être  négligées  dans  les  coefficients  des  fonc- 
tions trigonom étriqués  et  l'on  peut  arrêter  le  développe- 
ment de  l'angle 

■  Us-2     -  U 

suivant  les  puissances  de  yp  aux  termes  du  second  degré 
par  rapport  à  yp.    Dans  ce  développement*,  les  coefficients   *  note 
de  yp  et  de  ypyq  s'évanouiront  si  p  diffère  de  #,  et  le  ré- 
sultat se  réduira  à 

vs+}Iv(s(s-l)yl  +  (s-\)(s-V)y;+...+<2.1yl_i). 

Ensuite,  si  les  intégrations  par  rapport  à  yv  y2...  ys-i 
sont  étendues  de  —  ce  à  -j-  go,  on  obtiendra 

1  C+°° 
X=  2u(8-l)\2£ ...±\dyt ... 

V—  oo 

...Wy,_1sin(^  +  Jv(«(«-l)^+...+2.1y;_1)) 


•J—  00 

5  —  1 


'    1/7"'" 
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Ici  l'on  a  v  =  ([ixfi2  ...  fisu)s  =  ^Ln^m^m^  ...  m,u)' , 
et  par  conséquent 

sin  l  <^ns(mlm2 ...  msu)&  +  ($— 1) -t-  I 
X  =  ^-=22  ...  -  J-  -^        -4-^.    (24) 


(wxm2 ...  w?sw) 


2s 


Dans  cette  sommation  s-uple,  le  produit  m1m2...ms 
varie  de  1  à  oo;  mais  chaque  facteur  pris  séparément 
ne  doit  pas,  d'après  la  condition  //p<  u,  excéder  la  limite 

(?WjW2 ...  m8u)*  et,  quand  il  atteint  cette  limite,  auquel  cas 
le  point  minimum  est  confondu  avec  l'une  des  limites  de 
la  variable  up,  le  résultat  ne  doit  être  compté  que  pour 
moitié. 

Si  l'on  pose  m1  m2  ...ms  =  m,  on  pourra  transformer 
la  sommation  s-uple  en  une  sommation  simple,  pourvu 
qu'on  multiplie  l'expression  sur  laquelle  porte  la  somma- 
tion par  un  facteur  ysn(m)  qui  indique  le  nombre  des 
décompositions  différentes  de  m  en  s  facteurs,  y  compris 
le  nombre    1    et  sous  la  condition  qu'aucun   facteur  ne 

dépasse  la  limite  n  =  {mu)s.  Dans  les  cas  où  cette 
limite  est  atteinte,  les  résultats  ne  sont  comptés  que  pour 
moitié.  Avec  ces  notations,  l'équation  (24)  prendra  la 
forme  i 

„    m=»  sin  hns{muy  +  (s-\)~) 

XI  -  -^  2'  rt(«)  -  -L  -J^,  (25) 

(mu)  2$ 

i 
n  =  (mu)'*  . 

La  quantité  ^(m),  définie  ci-dessus,  peut  être  déter- 
minée  comme  coefficient  de  mr  dans  le  développement 

(1  +  2r  +  3r  . . .  +  (n- \)r  +  \nr)s 
-  1  +  ri(2)  2'  +  rt(3)  3- . . .  +  fn  M  ™r  +  •  •  •      (26) 
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Si  dans  l'équation  (10)  on  remplace  B\x)  par  la 
valeur  de  X\  trouvée  de  cette  manière,  en  vue  d'obtenir 
la  partie  périodique  correspondante  de  &{x),  et  si  l'on 
effectue  les  calculs  numériques  pour  une  valeur  de  x, 
donnée  très  grande,  et  pour  des  valeurs  de  m  choisies 
arbitrairement,  on  reconnaîtra  que,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  s,  les  termes,  après  avoir  présenté  des 
variations  de  signe  tout  à  fait  irrégulières,  se  réunissent 
successivement  en  groupes  de  plus  en  plus  grands  de 
même  signe  et  que  c'est  de  la  sommation  de  ces  groupes 
que  le  résultat  dépend  essentiellement.  On  peut  facile- 
ment mettre   en   évidence  la  formation  d'un  tel  groupe. 

On  pose 

1  | 

ts(muy  +  ^-  =  0,; 

alors  le  terme  suivant  sera  déterminé  par  le  développe- 
ment 

des    1       d%      1 

Si   -77  et  les  dérivées  suivantes  sont  des  quantités 

très  petites  et  si  -^  est  un  nombre  entier  impair,  positif 

ou  négatif,  dans  la  série  (10)  où  les  termes  ont  des  signes 
alternés,   un   groupe  de  ladite  espèce  se  formera  autour 
du  terme  correspondant  à  s. 
On  a  ici 


dds 

ds 


ffl,        *  /„       \ogmu\        1 
2(w„).  (1 ^-J+j, 


§  =  2(„«)7(1°K"M»>' 


s3 


.  ,,  \osmu 

ou,  si  1  on  pose  — —    -  =  y, 

o 


556 


-»*(i-r>+*.   ^-^ 


ds  v  '  ?  '      ds2  log  mu 

On  doit- donc  avoir,    p   étant  un   entier  positif,    négatif 
ou  nul, 

%  =  **(i-9)+i  =  i_sp. 

Gomme  «/  est  nécessairement  positif,  les  valeurs  négatives 
note  9.   de  p  ne  sont  pas  admissibles,  et  l'on  trouvera* 

y  =  0,83774  . .  .,  *  =  2,31114  . . .  pour  ^  =  0, 

y  =   1,19011  .  . .,  ev  —  3,28746  . . .  pour  ^  =   1, 

?/  =  1,40051 . . .,  ev  =  4,05727  . . .  pour  ^  =  2, 

«/  =  1,55459  . . .,  ^  =  4,73317  . . .  pour  ^  =  3. 

Puis  on   verra   que   -jt   et    les    dérivées   suivantes 

prendront  des  valeurs  très  petites,  au  moins  pour  les 
valeurs  les  plus  basses  de  p,  si  \ogmu  est  un  nombre 
très  grand.  Au  dessus  des  limites  pratiques  (logo;  =  21) 
et  pour  les  valeurs  inférieures  de  m,  cette  condition 
n'est  satisfaite  qu'assez  approximativement;  pourtant,  on 
pourra  facilement  faire  ressortir  la  formation  des  groupes 
correspondants  aux  valeurs  inférieures  de  p,  si  x  est  de 
l'ordre  de  grandeur  des  millions. 
Dans  ces  groupes  entrera  donc 

siuttOs  =  sin7rllogmw — X/  * 

et,  si  la  fonction  périodique  est  écrite  sous  la  forme 

sin^  =  sin2îr(-^|^4-fcA  (27) 


À  sera  déterminé  par 


*-*+*•  (28) 
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La  partie  de  ft(x)  qui  correspond  au  groupe  con- 
sidéré peut  donc  être  représentée  par  une  courbe  dont 
les  points  d'intersection  successifs  avec  l'axe  des  abscisses 
ont  une  distance  constante  \  ^,  si  log  u  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  log#  est  pris  pour  abscisse. 

Aux  valeurs  indiquées  ci-dessus  de  y  correspondent 

X  =  0,34388  . . . ,     0,34875  . . . ,     0,33487  . . . ,     0,3 1 999  . . . 

Toutefois  on  a  dû  remarquer  que  ce  sont  précisé- 
ment les  grandes  valeurs  de  5,  à  savoir  celles  qui  sont 
voisines  de  logmw,  qui  produisent  les  longues  périodes 
de  &(x);  mais,  à  cause  de  cette  circonstance,  il  faut  de 
nouveau  discuter  le  calcul  qui  a  conduit  à  l'équation  (25). 
Il  faut  se  rappeler  que  nous  avons  étendu  la  variation 
des  variables  yp  à  l'infini  dans  les  deux  directions,  ce 
qui  peut  être  légitime,  à  condition  que  yp  dépasse  cer- 
taines limites  étroites.    Mais,  si  le  nombre  s  des  variables 

et  celui   des   intégrales  deviennent  si   grands    qu'on    ne 

i 

puisse  pas  considérer  us  comme  un  grand  nombre,  ce 
qui  est  précisément  le  cas  ici,  il  n'est  plus  permis  d'éten- 
dre à  ce  point  la  variation  de  yp.  La  conséquence  sera 
que  fts,    surtout  pour  les  valeurs  les  plus  petites  de  p, 

s'approche  fort  de  sa  limite  inférieure,  qui  est  %s(mu)s 
augmenté  d'une  constante  indépendante  de  s.  Si  nous 
passons  à  cette  limite  inférieure  elle-même,  nous  aurons 

et  les  valeurs  de  y  calculées  par  cette  équation  seront 

y  =  0,76803...,  ev  —  2,15553...  pour  p  =  0, 

y  =  1,15718...,  ey  —  3,18097...  pour  p  =  1, 

y  —  1,37809...,  &  —  3,96731...  pour  p  =  2, 

y  =  1,53736...,  &  =  4,65232...  pour  p  =  3. 

II.  36 
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La  période  elle-même  peut  à  présent  être  déter- 
minée par 

X  =  ye-y  (29) 

et  aux  valeurs  calculées  de  y  correspondront  respective- 
ment 

X  =--  0,3563 1 . . . ,     0,36378  . . . ,     0,34736  . . . ,     0,33045  . . . 

Les  valeurs  vraies  de  X  seront  donc  comprises  entre 
ces  valeurs  et  celles  qu'on  a  calculées  ci-dessus;  et,  pour 
les  valeurs  les  plus  petites  de  p,  auxquelles  correspondent 
les  groupes  les  plus  grands,  elles  seront  certainement 
plus  proches  des  dernières  valeurs.  Du  reste,  les  périodes 
qui  correspondent  aux  valeurs  inférieures  de  p  diffèrent 
tellement  peu  qu'elles  se  combineront  sur  une  grande 
étendue  en  une  seule  période  qui  ne  diffère  que  peu 
de  0,35. 

On  peut,  en  outre,  conclure  de  l'expression  (25)  que 
les  coefficients  des  fonctions  périodiques  trigonométriques 
ou  les  amplitudes  seront,  pour  les  valeurs  les  plus 
grandes  de  s,  et  par  suite  aussi  de  X,  à  peu  près  du 
même  ordre  de  grandeur  que  se*  et  d'un  ordre  inférieur 
pour  les  s  et  les  X  décroissants  et  par  suite  pour  les 
périodes  courtes.  La  détermination  plus  précise  de  l'am- 
plitude et  de  la  phase  des  périodes  différentes  semble 
pourtant  présenter  des  difficultés  très  considérables. 


Le  résultat  auquel  je  suis  parvenu  par  les  calculs 
ci-dessus  peut  être  retrouvé,  en  ce  qu'il  a  d'essentiel, 
par  un  autre  procédé,  que  j'exposerai  ici  parce  qu'il  me 
semble  jeter  une  lumière  nouvelle  sur  la  question. 


559 

Posons 
(1  +  2-+ 3^+  ...)*  =  1  +  f(%) 2r+  • . .  +  f  (x)xr+  •  • .,  (30) 

ys(x)  désignant  le  nombre  des  décompositions  différentes 
de  x  en  un  produit  de  s  facteurs,  y  compris  l'unité. 
Posons  de  plus 

<*•(*)  -  l  +  rs(2)+  ...  +f(x).  (31) 

On  peut  calculer  y*(x)  à  l'aide  de  f~x(x)  en  som- 
mant les  décompositions  qui  correspondent  au  facteur 
nouveau;  on  obtient  de  cette  manière 

la  sommation  étant  étendue  à  tous  les  diviseurs  de  x. 
De  plus,  en  se  servant  du  symbole  E  de  Legendre  pour 
représenter  le  plus  grand  entier  contenu  dans  une  frac- 
tion, on  a 

*~(ï)  -^Hr))r«'' 

par  où  l'on  obtiendra 

et  par  suite 

0>(x)  =  î*E(x)-f^(q).  (33) 

Ces  expressions  peuvent  être  mises  sous  forme  ana- 
lytique, grâce  aux  relations 

0)     mx 
36* 
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NOTE  10. 


(ÎW 


E[- 

2 


m  =q 
.      V 


771  =  1 


sin  2  tz  — i — — lJ- 
<1 


2  q  sin  tt 


m 


(35) 


dont  on   constate   facilement  l'exactitude,   en   effectuant 
les  sommations  indiquées. 

Nous   analyserons  avec  plus  de  précision  f(x)  sons 
la  forme  qui  en  résulte,  à  savoir 


f{x)  =  I    2 

ç=l m= 1 


„    ,.  m    „cos2;r — 

q—x m  =  q  ^ 


(36) 


a     mx 

=  2    2'       -—2-^1(3). 

m  =  1  q  =  m  y 

Dans  la  dernière  expression  posons 

puis  la  sommation  simple  par  rapport  à  ^  est  trans- 
formée en  une  sommation  (s— l)-uple  par  rapport  à 
qx ,  g2 , . . .  £5_i ,  sommation  étendue  à  tous  les  cas  pour  les- 
quels 

»»<£&.- fr-t<*.  (37) 

Gomme  cette  transformation  fait  disparaître  le  facteur 
fs-1(#)'  on  obtiendra 

cos2tt 

f(x)  =  2'  2'2  . . .        „  J1^^--^1 ,  (38) 


01  ?.  ■••2F*-i 


les  signes  2,2' ...  indiquant  la  sommation  (s— l)-uple, 
exécutée  sons  lesdites  conditions  par  rapport  aux  (5—1) 
variables  qv  q2  ...  ^-i- 

Nous  considérerons  d'abord  la  sommation  simple 
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2-1  cos2tt^, 

où  qx  parcourt  une  longue  série  de  nombres  successifs, 
série  qui,  du  reste,  n'est  pas  déterminée  avec  plus  de 
précision,  et  où  ax  est  un  nombre  très  grand.  On  re- 
marquera alors  qu'il  se  formera  pour  certaines  valeurs 
de  qt  que  nous  désignerons  par  q[,  de  part  et  d'autre 
du  terme  correspondant  à  q[,  un  groupe  de  termes  de 
même  signe.  On  trouvera  qu'il  en  est  ainsi  sous  les 
conditions  suivantes. 

Qu'on  fasse  qt  =  q[-^yl  et  qu'on  suppose 


(q[+K) 


où  \  est  une  fraction  proprement  dite,   mt  un  nombre 
entier.     On  pourra  alors  former  le  développement 

qui,   par  une  élimination  partielle  de  kx  et  q[,   se  trans- 
forme en 

-1  ==  2  1/*m1  a  —  m1  (yx+  q[)  +  -kJ#i^ — lJ-  -  . . . 


Ici  w1(y1  +  g'1')  est  un  nombre  entier;  et  si,  de  plus,  ml 
est  en  même  temps  un  nombre  très  petit  en  compa- 
raison de  a%,  les  conditions  pour  la  formation  du  groupe 
considéré  seront  satisfaites.  Si  ax  atteint  la  limite  ax  =  oo 
et  si  mx  est  supposé  fini,  les  termes  de  chaque  groupe 
particulier  peuvent  être  sommés  exactement  en  rempla- 
çant la  sommation  par  rapport  à  y,  par  une  intégration 
entre   les  limites   — oo  et  -j-oo,    pourvu  que  le  groupe 
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ne  soit  pas  un  groupe  limite,  interrompu  par  une  valeur 
limite  donnée  de  qx.     Le  résultat  de  l'intégration  est 


a    ccw(âir.2(m1a1)*  +  !) 


K2  (^i«i)* 

La  formation  du  groupe  aura  encore  lieu,  si  at  est 
fini,  mais  très  grand,  tandis  que  mx  appartient  aux  termes 
inférieurs  de  la  série  des  nombres,  et  la  somme  des 
termes  d'un  groupe  sera  à  peu  près  la  même  que  celle 
que  nous  avons  trouvée  ci-dessus.  Mais,  à  mesure  que 
la  grandeur  de  mx  approche  de  a$,  le  nombre  des  termes 
du  groupe  va  décroître,  et  l'expression  de  la  somme 
va  perdre  de  son  exactitude;  puis  la  formation  des 
groupes  cessera  complètement.  Mais,  si  mx  croît  ensuite 
constamment  et  dépasse  la  limite  a^,  on  peut  inverse- 
ment considérer  chaque  terme  à  la  variable  qx  comme 
produit  par  la  sommation  d'un  groupe  de  termes  à  la 
variable  mx,  groupe  dans  lequel  chaque  terme  a  pré- 
cisément la  forme  indiquée  plus  haut.  On  peut  facilement 
se  convaincre  de  l'exactitude  de  cette  assertion  par  un 
note  11.  calcul  analogue  à  celui  qui  a  été  exécuté  ci-dessus  *.  Par 
conséquent,  si  l'on  peut  négliger  les  termes  pour  lesquels 
mx  (comme  qx)  s'approche  de  aj,  la  transformation  in- 
diquée de  la  sommation  relative  à  la  variable  qx  en  une 
sommation  relative  à  la  variable  mx  peut  être  considérée 
comme  valable  en  général  pour  tous  les  qx. 

Cette  restriction  faite  par  rapport  à  la  zone  neutre 
où  aucune  formation  de  groupe  n'a  lieu  d'aucun  côté, 
on  pourra  poser 

cos(%7T'Z{mxax)h+^) 

2  -1  cos l  =  1—. L ; ,        (^y) 

q  qx  1/2  (Vx)4 
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équation  où  les  limites  des  deux  sommes  peuvent  être  dé- 
duites des  relations  entre  les  deux  variables  qx  et  mx. 

Posons  ensuite  a,  =  —  et  concevons  qu'une  somma- 

tion  soit  effectuée  dans  les  deux  membres  par  rapport 
à  la  variable  q2,  supposée  parcourir  une  longue  série  de 
nombres    successifs.      Dans    le    second    membre    posons 

KO* 


(q[+KP 


m2, 


où  k2  est  une  fraction  proprement  dite  m2  un  nombre 
entier.  On  pourra  alors,  comme  précédemment,  former 
le  développement 


q2  I  4  (mxmza2y 

Ici  m2(y2-\-q2)  est  un  nombre  entier,  et  par  conséquent 
un  groupe  se  formera  autour  du  terme  correspondant  à 
52,  si  m\  est  suffisamment  petit  en  comparaison  de  (mt  w2a2)' 
et  par  suite  m2  petit  en  comparaison  de  (w^)*.  Les 
termes  du  groupe  étant  sommés  comme  ci-dessus,  on 
obtiendra 


a    cos(2^.3K^2a2)i+2|) 


équation  dont  la  validité  peut  être  étendue  comme  celle 
de  l'équation  (39)  à  des  valeurs  de  m2  très  grandes, 
tandis  qu'elle  cesse  de  subsister  quand  m2  et  q2  appro- 
chent de  (w^)*. 

De  cette  manière  on  parviendra  sans  difficulté  à  une 
formule  valable  en  général  avec  les  mêmes  restrictions 
que  ci-dessus,  savoir 
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2£... —  cos2tt 


qxq%.-.qP  &&•••& 


1      cos  l  %7r(p  +  1  )  (Wjiw, . . .  mp apy+i  +p  |  j 
(mtma . . .  mpapyp+2 


(40) 


Les  relations  entre  les  deux  systèmes  de  variables  peu- 
vent approximativement  être  exprimées  par 

-i  =  mx,     ^-^-  =  w2,         1   243     =  w8,     . . 


t33 


OU 


a j  =  -2 ,     a    =  -3 ,     ... 

<Z2  ?3 

On  peut  déduire  de  là  les  équations  approchées 

i 

«lî,     =     ™2?2     —     -.    — '     »*,&     =     K»'2-    Wp^JP+T      (41) 

Si  l'on  en  fait  application  aux  sommations  indiquées 
dans  la  formule  (38),  on  doit  poser  p  =  s  —  \  et  a,_* 
=  w#;  mais  on  doit  toutefois  remarquer  qu'on  ne  peut, 
de  cette  manière,  représenter  qu'imparfaitement  l'ex- 
pression totale  de  f{x),  tant  à  cause  des  zones  où  la 
formation  de  groupes  cesse  en  même  temps  des  deux 
côtés,  qu'à  cause  de  la  détermination  des  limites  des 
variables.  Cependant,  ce  qui  importe  ici,  c'est  de  tenir 
compte  séparément  des  termes  de  ys{x)  dont  dépend  la 
formation  des  longues  périodes  de  la  série  des  nombres 
premiers:  et,  pour  cet  objet,  c'est  surtout  la  détermina- 
tion des  limites  inférieures  des  nouvelles  variables  mv 
m^  ...,  qui  a  de  l'importance.  Il  résulte  de  l'équation 
(41),  quand  on  y  fait  p  =  5  —  1,  et  a5_i  =  mx,  qu'on 
a  approximativement 
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M.-*-i-  — ï«  (42> 

(mmx...  ms-ix)s 

et  d'après  (37)  la  limite  supérieure  de  ce  produit  est  x. 

Toutes  les  variables  ml,  m2  ...  w5_i   ont  donc  1   pour 

limite   inférieure,   tant  que  m   est  petit  et  ne   dépasse 
i 

point  la  limite  xs~i. 

Nous  pouvons  donc,  dans  l'expression  (38)  de  f(x), 
choisir  une  suite  de  termes  qui  peuvent  être  transformés 
en  une  somme  s-uple 

.    cos  (  2rr  •  s  (m  m1 . . .  ms_ix)  s  -f-  (s-  1)  -r  ) 

22 >. •  ^  -  -t=î — .  (43) 

(m ml...  w,_i #)  2* 

où  toutes  les  variables  parcourent  la  série  des  nombres, 
depuis  1  jusqu'à  certaines  limites  que  nous  ne  détermine- 
rons pas. 

Si  nous  cherchons  ensuite  à  déterminer  la  série 
correspondante  de  Gs(x),  nous  poserons  d'abord 

x'=x0 

où  x0  et  x  peuvent  être  considérés  l'un  et  l'autre  comme 
des  nombres  très  grands  ;  et,  si  nous  remplaçons  ici  f(x') 
par  l'expression  (43),  nous  pourrons  effectuer,  au  lieu 
de  la  sommation  par  rapport  à  x\  une  intégration  dont 
le  résultat  est  facile  à  obtenir  approximativement,  en 
remarquant  que  toutes  les  valeurs  que  parcourt  x'  sont 
de  grands  nombres.  Prise  séparément,  cette  partie  de 
G\x)  qui  dépend  de  #,  peut  être  exprimée  par*  *  note  12. 


1       x 


s\nl^7T>s(mml ...  ms^ix)s-{-(s—l)j-\ 


-  22 . . . — .  (44) 

(mmx ...  ms^iX) 2s 
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La  forme  de  cette  expression  est  identique,  sauf 
le  facteur  J,  à  celle  de  Xss  que  nous  avons  trouvée  dans 
l'équation  (24).  Dans  les  deux  cas,  1  est  la  limite  in- 
férieure de  toutes  les  s  variables;  mais  la  ressemblance 
ne  va  pas  plus  loin,  les  deux  développements  représen- 
tant deux  fonctions  périodiques  différentes,  quoique 
d'une  grande  affinité. 

Gomme  on  a,  eu  égard  à  la  série  (9), 

A'{x)  -  G\x)  -  j  &~\x)  +  ï£^G'-*{x)  -...+  (-1)', 

on  peut  facilement  obtenir  un   développement  de  &(x) 
analogue  à  (10),  de  la  forme 

q/  x        a    a  G\x)    *  G\x)  ,       ,  *  G'ix) 


bi  ->  log2  l  • 

Si  l'on  y  porte  l'expression  de  G$(x)  donnée  par  (44), 
on  obtiendra  la  partie  correspondante  de  &(x).  Comme 
on  le  verra  facilement,  la  discussion  ultérieure  de  cette 
expression  sera  essentiellement  la  même  que  précédem- 
ment; le  résultat  sera  pareillement  de  constater  l'existence 
de  grandes  périodes  ayant  \ogx  comme  variable  et  la 
période  À  définie  par  l'équation  (28).  Mais,  en  ce  qui 
concerne  la  détermination  plus  précise  des  amplitudes  et 
des  phases  des  fonctions  périodiques,  les  mêmes  obstacles 
se  présenteront  encore  ici,  quoique  sous  une  forme  nou- 
velle. 


J'ai  déjà  mentionné  dans  l'introduction  que  les  écarts 
périodiques    entre    les    nombres    de   nombres    premiers 
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trouvés  effectivement  et  ceux  qu'on  à  calculés  par  la 
formule  de  Riemann  semblent  se  développer  successive- 
ment pour  les  grands  nombres  en  périodes  de  plus  en 
plus  régulières. 

Heureusement,  il  se  trouve  que  M.  le  Dr.  Gram  a 
traité  cette  question,  d'un  point  de  vue  empirique,  dans 
son  mémoire  cité  dans  l'introduction.  Il  s'explique  sur 
cette  question  de  la  manière  suivante  (p.  250)  : 

„Glaisher,  pour  mieux  mettre  en  évidence  la  varia- 
tion des  écarts,  en  a  fait  une  représentation  graphique 
dans  un  diagramme  qu'il  a  joint  à  son  mémoire.  Il  y  a 
quelque  chose  qui  pourrait  faire  soupçonner  une  période 
dépendante  de  In,  en  ce  sens  que  la  période  est  à  peu 
près  0,17,  log10w  étant  pris  pour  argument,  et  par  consé- 
quent 0,39,  In  étant  l'argument." 

Par  une  communication  verbale  M.  Gram  m'a  donné 
le  moyen  de  compléter  cette  indication.  La  fonction 
périodique  étant  mise  sous  la  forme 


sm 


a«(î?p+o), 


M.  Gram  à  déterminé  les  constantes  par  une  compensa- 
tion géométrique  simple  et  il  a  trouvé 

X  =  0,39 ,         C  =  0,34. 

Cette  formule  a  bien  manifesté  des  écarts  considé- 
rables avec  le  diagramme  du  neuvième  million;  mais 
M.  Gram  a  négligé  ces  écarts  parce  qu'il  a  soupçonné 
qu'ils  provenaient  en  partie  d'erreurs  que  contiendraient 
les  tableaux  des  nombres  premiers  calculés  par  Dase*;  en  *  note  13. 
effet,  les  résultats  de  ce  dénombrement  sont  difficiles  à 
mettre  d'accord   avec  le  calcul  du  nombre  des  nombres 
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premiers  jusqu'à  10  millions  fait  par  Meissel.  Au  con- 
traire, la  formule  a  mis  en  évidence  une  grande  concor- 
dance avec  le  diagramme  de  3  jusqu'à  8  millions. 

Enfin,  après  avoir  calculé  les  écarts  avec  la  for- 
mule de  Riemann  pour  la  série  des  nombres  premiers 
correspondante  à  l'intervalle  de  \ogx  =  0,1  jusqu'à 
\ogx  =  15  (x  =  3269017)  M.  Gram  est  parvenu  au 
résultat  suivant:  „Que  l'apparente  distribution  régulière 
des  grands  maxima  et  minima  du  diagramme  de  Glaisher 
est  vraisemblablement  due  à  un  accident." 

Tant  que  la  tentative  de  déterminer  les  périodes 
ne  comportait  que  des  tâtonnements,  nécessités  par  les 
données  relativement  peu  nombreuses  qu'on  possédait 
et  dont  une  partie,  en  outre,  était  entachée  du  soupçon 
d'inexactitude,  il  pouvait  sembler  sage  de  renoncer  à 
cette  tentative.  Heureusement,  M.  Gram  a  fait  connaître 
les  résultats  de  ses  essais  de  compensation  ;  et  l'on  recon- 
naît à  présent,  à  la  lumière  de  la  théorie,  que  la  double 
conjecture  d'après  laquelle  on  devait  prendre  \ogx  pour 
l'argument  et  0,39  pour  la  valeur  de  la  période,  était 
essentiellement  correcte  et  qu'une  discussion  ultérieure 
des  matériaux  empiriques  dont  nous  disposons  jusqu'ici 
est  tout  à  fait  superflue.  La  circonstance  même  que  les 
longues  périodes  régulières  s'effacent,  si  x  ne  dépasse  pas 
une  certaine  limite  inférieure ,  devient  une  confirmation 
de  la  théorie. 

Le  fondement  théorique  obtenu  est  un  fort  encou- 
ragement à  poursuivre  la  détermination  exacte  du  nombre 
des  nombres  premiers.  Il  serait  surtout  du  plus  haut 
intérêt  de  contrôler  le  calcul,  fait  par  Dase,  du  nombre 
des  nombres  premiers  jusqu'à  9  millions,   soit   qu'on  se 
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servît  de  la  méthode  de  Meissel,  soit  qu'on  fît  usage 
d'une  méthode  analogue.  Il  importerait  aussi  de  déter- 
miner une  suite  de  points  entre  10  et  100  millions,  par 
exemple  de  10  en  10  millions.  On  fournirait  de  cette 
manière  des  matériaux  précieux  pour  la  continuation 
des  recherches  théoriques. 
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NOTES. 
NOTE  1.     On  reconnaît  facilement  qu'on  a 

ou,  sous  forme  symbolique,  ft'(x)  cv>  (a  -f-  D'W' 
On  en  déduit 

a»(a?)~(/9—  J- )«(«), 
et  par  conséquent 

A*(x)~(B-lY(x). 

NOTE  2.  Dans  cette  note  je  chercherai  à  recon- 
struire le  raisonnement  de  Lorenz  sur  lequel  est  fondée 
la  formule  (14). 

Soit  donnée  la  série 


r2 

S  =  " 


r»r2 
«ta 


f(x)  2 (\-\- 2  2 cos  2 nmrfdx, 


où  f\x)   est  une  fonction  finie  et  continue  entre  les  li- 
mites xx  et  x2;  quelle  est  la  valeur  de  cette  série? 

m 

Posons  sm  =   l-j-^l'cos^Trmx;    alors  on   aura,    x 
n'étant  pas  un  entier 

sin(2?w-f-l)<? 

Sm    =  ; ,        Q    =    TtX , 

sm  q  a 

S  -  lim  0,  ,8in(g",+  1)g(fa 
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f(x) 

et,  si     :  '  =  é(y)*  <ù(x)  sera  encore   finie   et   continue 
sing*        r\A,ji  r\  / 

entre  les  limites  xx  et  x2  si  aucun  entier  n'est  compris 

entre  ces  limites. 

En  intégrant  par  parties,  on  obtiendra 

f(x)sm{Zm+l)qdx 
smq 


f(x)  cos  (2  m  -j-  1)  q 


1       \dé(x)        n       4x    . 
4-  -= -A — \    V  ycos(2?^+l )qdx. 


(2m-|-  l)7rsing 
Par  conséquent  on  aura,  si  m  croît  à  l'infini, 

limtosin(2m  +  l)g^  _  0  _  & 
i  sing- 

Si  les  entiers 

r ,     r  +  1 ,     r  -f  2  . . .  (r  -\-  s) 

sont  compris  entre  les  limites  xx  et  sc2,   on  peut  diviser 
l'intégrale  de  la  manière  suivante 

\+\+\+     \       +\  +     \  U{x)dx, 

i 
les  quantités  â  étant  arbitraires,  mais  aussi  petites  qu'on 

Veut  pr-â   /*+!-* 

D'après  ce   qui  précède,   les  intégrales 


V  . . .    s'évanouiront.     Reste  à  déterminer  les   intégrales 
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ÇV+P+ô'p 

\<p(x)  dx ,   p  étant   un   nombre  entier  compris   entre  les 

•Jr+p-âp 

nombres  r  et  r-\-s.    On  aura,  en  remplaçant  r-\-p  par  r\ 


\<p(x)  dx  =  \f(x)  (  1  -\-  2  2'  cos  2  n  mx  x)  dx 

C+âP 
=  U  (>•'+  a?)  (  1  +  2  2'  cos  2  tt  w,a?)  d# 


=  V/'(rf+^)(l+22,cos27rm1^)^^ 

t'o 

rfp  oo 

+  y  (r'-#)(l  +  22 cos 2  tt  wxaO  dx. 

Par  des  méthodes  bien  connues  on  reconnaîtra  que 

f(r) 

les  deux  intégrales  sont  égales  à  '-~ . 

Par  conséquent 

S-  W+Ar+l)  ...  «r+»), 

à  l'exception  des  cas  où  l'une  des  limites  de  l'intégrale 
ou  toutes  les  deux  sont  égales  à  des  entiers.  Dans 
ces  cas  les  termes  correspondants  doivent  être  comptés 
pour  moitié. 

Considérons  maintenant  la  formule  (14)  de  Lorenz. 
Dans  ce  qui  précède,  Lorenz  dit  qu'il  cherchera  une  ex- 
pression de  la  puissance  s-ième  de  J-f-2r-|-3r  ...  -\-xr. 
Mais  il  ne  le  fait  pas  et  il  n'a  pas  besoin  d'une  telle 
expression.  Au  contraire  il  trouve  par  la  formule  (14) 
une  expression  intégrale  de 

B'(x)  =  ^(l)  +  /9'(2)  ...  p(x), 
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et  la  remarque  d'après  laquelle  tous  les  éléments  de 
l'intégrale  s-uple  qui  se  trouve  au  second  membre' de 
l'équation  (14)  s'évanouiront,  à  moins  que 

ux        u2  Us-\       us 

U2  U3  Us  1 

ne  soient  des  entiers,  met  cette  proposition  en  évidence. 
C'est  pourquoi  nous  chercherons  avec  plus  de  détails  à 
vérifier  cette  remarque. 

Soit  donnée  une  intégrale  double 


u2)du2. 


Gomme  on  le  reconnaît  facilement,  on  peut  intervertir 
l'ordre  des  intégrations.  L'intégrale  est  une  somme  double 
de  tous  les  éléments  duxdu2  multipliés  par  f(ux,u2)  sous 
les  conditions  que  ux  et  u2  soient  tous  deux  plus  grands 
que  1,  que  ux  soit  plus  grand  que  u2  et  que  ux  soit  plus 
petit  que  u.    C'est  pourquoi  l'on  aura 

Oku  /T«!  fiu  ÇkU 

\dux  y (ux ,  u2)  du2  =  \du2  \f(ux,  u2)  dux . 
On  reconnaît  de  la  même  manière  que 
\dux  \du2 .  . .  \f (uv  u2  .  . .  us)  dus 

=  WW_iW_2  .  . .  y(wii  u2  ...  us)dux, 

Vl         *)us  *Jus  —  l  vv2 

et  par  suite 

n.  37 
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\u      f*u2  f*us—i 


rtt---pi+22,c^ï)"-(1+2^-^) 


(1  +  22'cos/^w,) 


—  ^(î+a^cos^.^ 


S  M 
*^l(l+2^COB^^=i) 

^  (l  +  22'cos^)  W  (l  +  22'cosÇ')  . 

En    conséquence    de    la    proposition    développée  ci- 
dessus,  tous  les  éléments  de  la  dernière  intégrale  s'évan- 


u 


nouiront,  à  moins  que  —  ne  soit  un  nombre  entier.  Dans 


u 


u. 


ce  cas  l'élément  sera  égal  à  u2  (ou  à  ~,    si  c'est  un 
élément  limite).     En  conséquence  on  aura 


s 


(  1  +  2  2  cos^-2)  \dut  1 1  +  2 £  cos^1) 
=  Wfl+22 


cos  — 2 

sous  la  condition  que  —  soit  un  entier.     En   continuant 

u2 

de  cette  manière,  on  verra  que  chaque  élément  de  l'inté- 
grale .9-uple  donnée  est  égal  à  zéro,  à  moins  que  toutes 
les  fractions 

Wj       M,  ws_i       us 

V    û8  '  '  '  ~5~~  '    T 

ne  soient  des  entiers.  Dans  ces  cas,  les  éléments  sont 
égaux  à  l'unité  ou,  si  ce  sont  des  éléments  limites,  à 
une  puissance  de  \. 
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Gomme  on  le  reconnaît  facilement,   l'exposant   de 
cette    puissance  de  \  indique   le   nombre  des    fractions 


. .  qui  sont  égales  à  l'unité.    Ces  remarques  met- 
tent en  évidence  l'exactitude  de  la  formule  (14). 


u2    u 


NOTE  3.  La  démonstration  de  l'équation  (15)  met 
en  évidence  qu'on  peut  permuter  les  trois  fonctions  /*, 
g,  h.  Dès  lors  on  peut  transporter  la  somme  22'cos/z4ws, 
comme  toutes  les  autres  sommes,  de  droite  à  gauche. 

NOTE  4.  Les  constantes  Cn  peuvent  être  définies 
par  l'équation 

Cn  =  (-^"  lim  \--  (log  uf  2  2'  cos/i  u 

TV   •  p  =  »      j      W 

•A 

où  p  est  un  entier. 

On  aura  alors  (»>0), 

c  _  iimH)"(^+^+...+l*f£d) 

log*p      ]àgt+ip\ 
~^~¥p   —  ^+X/' 

Gomme  on  le  voit  facilement,  ces  valeurs  sont,  au 
signe  près,  les  coefficients  de  la  série 

sC(l-s)  =  co+cxs  +  c/+... 
où  Ç  (la  fonction  de  Riemann)  est  définie  par  l'équation 

A— s 


C(s)  =  lim(V'-^-l). 


Ces  coefficients  ont  été  calculés  par  M.M.  J.-L.-V.-W. 
Jensen  et  Gram.  Voir  Comptes  rendus  1887,  tome  104 
p.  1157  et  Overs.  over  det  kgl.  danske  Vidensk.  Selsk.  For- 
handlinger  1895,  p.  308. 
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NOTE  5.    Si  l'on  pose 

Z    =    ll(p(z)-\-V, 

où  (p  est  une  fonction  donnée,  u  et  v  des  variables 
indépendantes,  on  aura,  f(z)  étant  une  fonction  arbitraire, 

Pour  faire  des  applications  de  cette  formule,  on  doit 
encore  chercher  le  reste;  mais,  dans  ce  qui  suit,  nous 
supposons  que  ce  reste  tend  vers  zéro  pour  un  nombre 
croissant  de  termes. 

Nons  posons 

z  =  — uz-\-v, 


Sesl 
a 


>—2z  p—2z 


La  série  citée  de  Lagangre  nous  donnera  alors 

,2/>— 2v 


e~2Z  d  \e~2zdz       uve~2v        u2 


.  v'e-2v\ 

"H 


z  i     z  v  1-2        dv 

'a  fja 

.  .i8z>-2»' 

d2 


m 


dv2 

Différentions    cette    équation    par    rapport    à   v;    nous 
obtiendrons  ainsi 

e~2*dz  _     e~x+u_  e~2v  \     v     )        u2    _\ v     ) 

~~z~dv~~  v  ~v~  dv  1-2        dv2 


d 


(~i 


dv3 
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Si  nous  posons  u  =  2GT0,    nous  aurons  la  formule 
(23)  de  Lorenz. 

NOTE  6.     Considérons  l'intégrale 


s 


dw(V0  +  ÎVÎ)       ea(v0  +  Wt)i 


V(v0+wiy-i 


où  a  est  très  grand  et  où  v0  diffère  de  l'unité.  Alors 
ce  ne  sont  que  les  petites  valeurs  de  w  qui  influent  sur 
la  valeur  de  l'intégrale  et  nous  pouvons  sans  erreur  sen- 
sible remplacer  l'intégrale  donnée  par  l'intégrale  plus 
simple 

v  eav^  C°!  1   v  eav^ 

,dwe~aw  =  -     ° 


: Y 

—  M 


De  la  même  manière,  on  peut  remplacer 


(00 

dw(\-\-W%)         a(i+wi)i 

(s 


y(l +«,*)»_  1 


par 


<#00 


eat\ — =  —  le 


V—. 

V  2a 


> 
De  cette  façon  on  obtient 

1  i/2ï  (°+t) 


0  — 


dv  iv^v*{         1  1/2  7z 


mais  cette  équation   n'est  pas  valable  quand  t>0  est  égal 

à  1  ou  ne  diffère  que  peu  de  1.    Dans  ce  cas  le  membre 

v  eav*i 

de  l'équation  devient  infini,  tandis  que  l'intégrale 


aVvl—\ 


'■o 
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est   égale  à  zéro;    c'est  pourquoi  l'on  ne  sait 


Vv*—1 

pas    si    l'expression    trouvée   peut    être    appliquée    à    la 
sommation  approchée  de  la  série  qui  exprime  X\. 

NOTE  7.  L'indication  de  Lorenz  qu'on  doit  dans 
la  somme  double  Sz  négliger  les  termes  qui  correspon- 
dent à  mx  =  ]/w1waw  et  m2  =  ]/mxmtu  n'est  pas  cor- 
recte: on  ne  doit  négliger  que  les  termes  pour  lesquels 
les  dénominateurs  s'évanouissent.  D'ailleurs  Lorenz  lui- 
même  n'a  dans  les  sommations  suivantes  négligé  que 
ces  termes. 

NOTE  8.     Posons 

alors,  en  négligeant  tous  les  termes  d'un  ordre  supérieur 
au  second,  nous  aurons 

TT  I  U*~*      I  I  U 

U    =  ftiUi-i+fi—i- h---+^x  — 

(4>S  —  l  **, 


/  1+2&-2        1  +  3&Y.,  l  +  (*-l)#x       1  \ 

/s-i.ZSa-2Slt-l--%.dSs-sSs-2...--(s-%)(s-l)SlSA 

~  v  \       -h  l2. 67_,         +  22-  Ss_2  +(s- 1)2  SI  ) 

Si  l'on  porte  dans  la  seconde  série  S}  =  (yp-\-Sp-i)Sp, 
p  =  s— 1,  s— 2  ...,   on  aura 

U=  y(s  +  iS,_1(yI-,--SJ-2)  +  2&-.1(2y,_2-&^).  .  .(«-1)"$. 

Ici  l'on  pose  Ss-i  =  #<_t  +  £s_2,  d'où 

*7  =  v(H^i+^-2(%-2-^-2-2^-î)+...). 

Dans  cette  expression  on  pose  Ss-2  =  ys-2-f  &-s»    d'où 

U  =  v  (s  +  y/_ ,  +  3  y/_2  +  3  S,_8  (3  y,_3  -  Ss_3  -  S,_4  )+  . .  .)• 
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En  continuant  de  cette  manière  on  obtiendra  l'ex- 
pression de  Lorenz. 

NOTE  9.  M.  J.-P.  Gram  m'a  communiqué  qu'il 
existe  une  certaine  relation  entre  les  valeurs  de  y  trou- 
vées ici  et  les  racines  de  Ç(t)  =  0,  $  étant  la  fonction 
de  Riemann.     Voici  la  communication  de  M.  Gram. 

L'équation 

2«r(l_y)-f.£  =   1—  %p 

met  en  évidence  que  ^ney  doit  approximativement  être 
égal  à  l'une  des  racines,  a,  de  $(t)  =  0,  puisque  le 
nombre  des  racines  égales  à  N  ou  plus  petites  que  N 
est  égal  à 

N  /,      N      A      5    , 

(cfr.  la  note   de  M.  Gram,   Vidensk.  Selsk.  Overs.  1902, 
p.  13.    Note  sur  les  zéros  de  la  fonction  $(s)  de  Riemann). 
Les  valeurs  calculées  de  y  (p.  556)  donneront 

%tz&  =  14,521      tandis  que      «  ==  14,135 


20,655 

21,022 

25,492 

25,011 

29,739 

30,425. 

y   (p.  557)  donneront 

%7tey  =   13,543 

19,987 

24,927 

29,231. 

C'est  vraisemblablement  inexact  quand  Lorenz  sup- 
pose  qu'il   ait  trouvé   les   limites   de  X.     Il  est  vraisem- 
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blable  que  son  y  doit  être  précisément  égal  à  log^— . 
S'il  en  est  ainsi,  le  développement  de  Lorenz  met  en 
évidence  le  fait  intéressant  qu'il  traite  les  racines  a  de 
ç(t)  =  0  sans  recourir  aux  fonctions  £  en  indiquant 
leur  importance  —  à  son  point  de  vue,  bien  entendu,  — 
pour  la  partie  périodique  de  &(x). 

NOTE  10.     L'équation  (35)  n'est  pas  juste,  à  moins 

.    n    m  (x  -V-  À) 
sm  2  ît  — ^ — —^ 

que  — ne  soit  égal  à  2(#+  £)  pour  m  =  q. 

sin7r  — 

C'est  ce  qu'on  reconnaît  de  la  manière  suivante. 

Si  l'on  pose 

%7rm(x  +  ±) 


S  = 


.  sin 

m  =  7—1 
V 


m  =  i         -»      .    rem 
u2gsm 


2 

on  aura 


1"»=H/1             2;rw            2-2^m             2#7rm\ 
S  a  -     2     Ur  +  cos \-  cos . . .  cos , 


2     cos =  </ — 1 

si  #  est  un  facteur  de  r,    tandis  qu'on  aura  dans  le  cas 
contraire 

2     cos =  —  1. 

m  =  l  $ 

Par  conséquent 


581 


NOTE  11.     On  pose  m1  =  m[-\-z,    où 

,  a,  a,       2  a,  &,   . 

1        (ï,+^)!        8Î         2.  "• 

Si  hx  est  très  petit  en  comparaison  de  qv  on   peut  dans 
la  série  m[  négliger  les  termes  suivants  et  poser 


i/ —     îA      2«^,  , 

y    q\  q\     ^       l 

at       1     /        %aA\      \q\(        %axK\% 

1^,1  ltf  /        2a^,\2 

On    aura   donc    avec    une   certaine   approximation, 
z-\-m[  étant  un  nombre  entier, 

^cos  (2*. 2(mx «,)*+?) 
VÎ  (»tai)* 

cos  2  7T  (  ^  —  y-  —  f  2 H  I  +  ô  I 


1/2 


Si  l'on  prend  la  somme  d'un  grand  nombre  de 
pareilles  expressions  et  si  l'on  remplace  la  somme  par 
une  intégrale  (de  —  oo  à  +  oc),  on  obtiendra 

«içosf2if.-2(iii1a1)»  +  |) 

1 = — 

V%(mxa$ 
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Je  suppose  que  c'est  de  cette  manière  que  Lorenz 
a  prouvé  son  hypothèse. 

Gomme  on  le  voit,  le  procédé  ne  met  pourtant  pas 
en  évidence  le  degré  d'exactitude  du  résultat  obtenu. 

NOTE  12.  Lorenz  dit  qu'on  peut  approximativement 
poser 

1   l  cos  (  2  ns  (m  mx . . .  ms  _t  x)^  -j-  (s  —  1)  j-  \ 

Q\x)  =  Zï...  I\-  -L  -^ *1  dx 

*  s  ^o  (mml...mt-iX)2ë' 

+  G'(x-1). 
Mais  on  aura 


{  cos  (%7rs(mm1 ...  ms_vx)s  +(«^— 1)  r  ) 


s— 1 


d.r 


1/      i  — 

*  s  Vx0  (w  mj . . .  ws  _i  x)~ïs 

'  i 

sin  (  2ffs(wm, ...  w4_ia?)T-|-(s—  1)^-  J 


s+l 


+c 


^>  7T  1/  9  /  x— 

"  '  (m  Wj . . .  m5_!  #)  2s 

_    n  Isinf  2^«(mm1...m,_ia?)T  +  (s  — 1)  j-J 

— _  1. — ■  (XX 

2jr-2sl/s  .)  /  \— 

où  C  est  indépendant  de  #. 

Dans  cette  expression,  le  dénominateur  de  la  der- 
nière intégrale  est  très  grand  en  comparaison  de  celui 
de  l'intégrale  proposée;  aussi  cette  intégrale  peut-elle 
être  négligée.  De  cette  manière  on  obtient  l'expres- 
sion (44). 


583 


NOTE  13.  Voir  la  note  de  M.  Gram:  Rapport  sur 
quelques  calculs  entrepris  par  M.  Bertelsen  et  concer- 
nant les  nombres  premiers.  Acta  mathem.,  tome  17, 
p.  301- 314;  1893. 

La  revision  faite  par  M.  Bertelsen  des  tableaux  de 
Dase  confirme  complètement  la  supposition  de  M.  Gram. 
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